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1. Introduction et exemples 61
2. Chaˆınes de Markov perturb´ees 61
3. Commande des chaˆınes de Markov perturb´ees 66

Chapitre 5. D́ECOMPOSITION 73
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Chapitre 6. LE ŔEGULATEUR LQG 85
1. Le filtre de Kalman 85
2. Le problème LQG 90
3. Le régulateur LQG en observation compl`ete 92

3



4 TABLE DES MATIÈRES
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Ce cours est une introduction `a la commande optimale stochastique.
On traite la commande des chaˆınes de Markov, `a états en nombre fini, as-
sez en d´etail. La commande des syst`emes linéairesà temps discret avec
bruits gaussiens et crit`ere quadratique (LQG) est ´egalement ´etudié mais plus
brièvement. L’étude de la robustesse des r´egulateurs obtenus est seulement
esquiss´ee.

On veut montrer dans ce cours comment formaliser les prises de
décision en avenir incertain. Le point de vue adopt´e est celui de la recherche
opérationnelle dans les parties concernant les chaˆınes de Markov et celui
de l’automatique dans la partie concernant le LQG. Dans les deux cas il
faut choisir une commande en “feedback” sur les ´evénements effectivement
réalisés.

Dans la premi`ere situation on veut minimiser un crit`ere ayant un sens
économique, par exemple, le coˆut de gestion d’un syst`eme de production, ou
le coût de maintenance d’un atelier, ou le coˆut d’investissement ´echelonn´e
dans le temps d’une entreprise — les variables de d´ecisionétant respec-
tivement quand et combien produire, quand entretenir, quand et combien
investir.

Dans la deuxi`eme situation le but du feedback est d’am´eliorer la
réaction,à un ordre, du syst`eme command´e. Le critère de qualit´e est la
forme, dans le temps, de la r´eponse `a l’ordre donné pour une famille plus
ou moins bien sp´ecifiée de syst`emes, dans le voisinage d’un syst`eme no-
minal. Les critères ne sont plus alors que des interm´ediaires de calcul sans
grand sens physique. Par contre, d’autres pr´eoccupations apparaissent : -la
stabilité en temps, -la robustesse `a des perturbations.

La différence entre les deux cas n’est sˆurement pas aussi essentielle
qu’on pourrait le croire `a priori. Elle provient plus du point de vue que de la
nature du ph´enomène. La saturation d’un amplificateur nous importe peu.
Le débordement d’un grand barrage ou l’arrˆet d’une centrale nucl´eaire nous
parait un beau gˆachis.

Pourécrire ce cours nous avons fait des choix, nous avons exprim´e un
point de vue mˆeme si l’expos´e semble tr´es objectif — définition, théorème.
Il n’est pas inutile, je crois, d’avertir le lecteur des choix conscients qui ont
été faits et de leurs motivations.

On se place dans la situation math´ematiquement la plus simple : -les
chaı̂nes de Markov `a états en nombre fini, -les syst`emes linéaires gaussiens.
D’autres approches sont possibles comme les diffusions stochastiques. Si
ce dernier cas est tr´es formateur sur le plan math´ematique, il noie, `a notre
avis, le point essentiel du d´ebat dans un formalisme difficile, sans jamais ap-
porter au bout du compte, jusqu’`a présent, un r´esultat réellement nouveau.
L’ étude des diffusions doit venir, `a notre avis, dans un second temps — pour
ceux plus intéress´es par les math´ematiques soulev´ees que par la r´esolution
pratique — lorsque ce qui est faisable et central dans les probl`emes de com-
mande a ´eté bien identifié.
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On parle des chaˆınes de Markov d’un point de vue ancien, c.a.d plus
analytique que probabiliste. Les probabilit´es apparaissent surtout au niveau
de la modélisation des motivations. Les raisonnements sont analytiques sur
la loi de probabilité définie. C’est la fac¸on de faire de Pallu De La Barri`ere
dans son livre d’automatique, ou de Gantmacher dans son livre sur les ma-
trices. On favorise souvent les manipulations des matrices au d´etriment de
l’espérance conditionnelle. La raison est claire : la manipulation des ma-
trices est mieux connue que l’esp´erance conditionnelle — bien que cette
dernière s’applique `a des situations beaucoup plus g´enérales. De plus, le
point de vue probabiliste est beaucoup plus adapt´e à la démonstration de
théorèmes limites qu’aux m´ethodes num´eriques n´ecessaires aux calculs ef-
fectifs — dès que l’on sort des quelques cas tr´es particuliers faisables `a la
main. Enfin la manipulation matricielle est `a la base de toute l’ing´enierie
actuelle. Nous manipulerons, donc, surtout, les matrices stochastiques.

L’ économie de temps faite par ces deux premiers choix permet d’al-
ler plus loin dans la r´esolution num´erique des probl`emes. Privilégier cette
résolution num´erique est le troisi`eme choix fait dans cet expos´e. Il nous
semble, en effet, sˆurementà tort, que ces probl`emes sont, en fait, relative-
ment bien compris au fond. Par contre, il y a de grosses difficult´esà les
appliquer, dans le cas g´enéral, y compris en utilisant de gros ordinateurs, du
fait de la complexit´e exponentielle du calcul avec la dimension du syst`eme.
Il faut structurer, simplifier, agr´eger pour diminuer cette complexit´e. Nous
avons indiqu´e quelques pistes dans cette direction : -m´ethodes de perturba-
tions, -séparation des variables.

Le quatrième choix privilégie l’algèbreà l’analyse. Depuis quelques
années, des structures alg´ebriques sous-jacentes aux probl`emes d’optimisa-
tion sont apparues. Elles font apparaitre une dualit´e entre l’optimisation et
les probabilités. Chaque fois que cela a ´eté possible, dans ce cadre introduc-
tif, cette dualité aété explicitée.

Enfin la commande des chaˆınes de Markov est plus d´eveloppée dans ce
texte que la partie LQG. Ce choix a ´eté fait pour deux raisons. Les structures
discrètes sont plus faciles `a utiliser que les espaces gaussiens. La th´eorie
des syst`emes est peu enseign´ee en dehors de certaines ´ecoles d’ingénieur,
malgré son grand int´erêt pratique et th´eorique. Nous avons voulu donner,
dans ce cours, seulement une ouverture `a ce domaine.

Malgré son apparence sp´ecialisée, cet expos´e veut avoir une port´ee trés
générale. Les chaˆınes de Markov sont la meilleure illustration que nous
connaissons de la notiond’état. La nécessit´e derétroactionspour faire fonc-
tionner un syst`eme s’est impos´ee dès l’antiquité et laprogrammation dyna-
miqueest le seul moyen g´enéral de les optimiser. La version d´etermiste,
temps continue, de l’´equation de la programmation dynamique n’est autre
que l’équation d’Hamilton-Jacobiqui est centrale en m´ecanique analytique,
elle même centrale en physique. Lesméthodes de perturbationsont acquis
depuis longtemps leurs lettres de noblesse en physique. Quant aux m´ethodes
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deséparation des variablestrés liéesà la théorie des groupes montrent `a la
fois la puissance et les limites de la recherche de solutions explicites.

Par ce cours nous avons voulu `a la fois : -expliquer des outils utiles `a des
gestionnaires, -illustrer, dans une situation math´ematiquement diff´erente,
des idées rencontr´ees en physique, -d´evelopper des outils fondamentaux en
automatique.
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CHAPITRE 1

CHAÎNES DE MARKOV

1. DÉFINITIONS

Une chaˆıne de Markov est d´efinieà partir du quadruplet(T ,E,Mn, p0)

où :

• E = {1,2, · · · , E} désignel’espace des ´etatsqui sera fini;
• n ∈ N = T le temps;
• Mn, n ∈ T une famille de matricesE × E appeléesmatrices de

transitionvérifiant :

Mn
xy ≥ 0, ∀n ∈ T , ∀x, y ∈ E ,

∑
y∈E

Mn
xy = 1, ∀n ∈ T , ∀x ∈ E ;

• p0 une probabilité surE appeléeloi initiale .

On appelle alors :

• � = ET l’espace des trajectoires,ω ∈ �; Xn(ω) = ωn les applica-
tions coordonn´ees;
• Fn = {P(En)× {E,∅}N} , n ∈ T la famille de tribus croissantes sur
� rendant les applications coordonn´eesX j , j ≤ n mesurables;

• F = σ
{ ∞⋃

n=1

Fn

}
la tribu engendr´ee par lesFn.

Sur(�, F) une loi de probabilit´e sera dite markovienne si :

P(Xn+1 = xn+1|Xn = xn, Xn−1 = xn−1, ..., X0 = x0) = Mn
xn xn+1 .

Si Mn = M, ∀n ∈ T , on dira que la chaˆıne esthomogèneen temps. La
loi de probabilité sur l’espace des trajectoires est d´efinie de fac¸on unique
(grâceà un théorème de Kolmogorov) par ses lois marginales de dimension
finie :

P(Xn+1 = xn+1, · · · , X0 = x0) = p0
x0

n∏
k=0

Mk
xk xk+1 .

Pour illustrer ces d´efinitions donnons quelques exemples.

2. EXEMPLES

9
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2.1. JEU DE PILE OU FACE

Les variables al´eatoiresXn représentent la fortune d’un joueur `a pile ou
faceà l’instantn dont l’évolution est r´egie parXn+1 = Xn + Yn où lesYn

forment une suite de variables al´eatoires, d´ependantes deXn, à valeurs dans
{−1,0,1} et de lois :

Xn = 0 0< Xn < E Xn = E
P(Yn = −1|Xn) 0 1/2 0
P(Yn = 0|Xn) 1 0 1
P(Yn = 1|Xn) 0 1/2 0

Les Xn ainsi définies sont `a valeurs dans{0,1, ..., E}. LorsqueXn = 0
le joueur est ruin´e, il s’arrête. LorsqueXn = E il a gagné, il s’arrête
également. La chaˆıne de Markov d´ecrivant l’évolution de la fortune du

Xn

n

FIGURE 1. Trajectoire de la fortune du joueur

joueur est homog`ene en temps et de matrice de transition :

M =


1 0 · · · 0
1
2 0 1

2 · · ·
0 1

2

. . .
... 1

2 0 1
2

0 0 1


2.2. GESTION DE BARRAGE

On décrit ici l’ évolution du niveau d’eau dans un barrage dont les ap-
ports sont al´eatoires et sur lequel on peut agir en turbinant de l’eau pour
produire de l’electricit´e. Yn représente les apports,Xn la quantité d’eau
en stock,Zn la quantité turbinée. On suppose que lesYn sont des va-
riables aléatoires `a valeurs dans{0,1} indépendantes, de loi de probabilit´e
(p,1− p).

Les commandes

Zn =
{

1 si Xn > E/2 ,
0 si Xn ≤ E/2 ,
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définissent une politique de gestion du r´eservoir en boucle ferm´ee. Cela
signifie que les d´ecisions d´ependent de l’´etat du syst`eme — ici la quantit´e
en stockXn.

On suppose la capacit´e de stockage ´egaleà E. La matrice de transition
décrivant l’evolution du stock d’eau s’´ecrit alors :

Mn = M =



p 1− p 0 · · · 0

0
. . .

. . .
... p 1− p
... p 1− p

. . .
. . .

0 p 1− p


.

On désigne parcn
Xn Zn l’ énergie produite `a l’instantn, lorsque le stock est

Yn

Zn

Xn

FIGURE 2. Evolution d’un stock d’eau

dans l’étatXn et la quantité turbinée vautZn. On aimerait calculer :

E

{
N−1∑
n=0

cn
Xn Zn|X0 = x0

}
,

c.a.d. l’esp´erance math´ematique de l’´energie produite sur la p´eriode 0,N
sachant que le stock `a l’instant 0étaitx0.

2.3. EVOLUTION DES POPULATIONS D’ UN COUPLE DE PROIES ET DE

PRÉDATEURS

On considère une population de proies et de pr´edateurs dont on veut
prédire l’évolution et ses cons´equences ´economiques. On note :

• Xn
1 la population de proies disons de souris;

• Xn
2 la population de pr´edateurs disons de chats;

• Yn
1 une variable al´eatoireà valeurs dans{0,1} indiquant la naissance

d’une souris entrei et i + 1 :

P(Yn
1 = 1|Xn

1) =
{
ρ1Xn

1 sur Xn
1 < E1 ,

0 ailleurs ,
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• Yn
2 une v.a.à valeurs dans{0,1} indiquant la naissance d’un chat

entrei et i + 1 :

P(Yn
2 = 1|Xn

2) =
{
ρ3Xn

2 sur Xn
2 < E2 ,

0 ailleurs ,

• Zn
1 une v.a.à valeurs dans{0,1} indiquant la mort d’une souris entre

i et i + 1,

P(Zn
1 = 1|Xn

1, Xn
2) = ρ2Xn

1 Xn
2 ;

• Zn
2 une v.a.à valeurs dans{0,1} représentant la mort d’un chat entre

i et i + 1,

P(Zn
2 = 1|Xn

1, Xn
2) = ρ4

Xn
2

1+ Xn
1

.

La population de souris est alors comprise entre 0 etE1 et évolue selon :

Xn+1
1 = Xn

1 + Yn
1 − Zn

1 .

La population de chats est comprise entre 0 etE2 et évolue selon :

Xn+1
2 = Xn

2 + Yn
2 − Zn

2 .

EXERCICE 2.1. 1. Quelles sont les variables al´eatoires `a mémoriser
pour rendre le processus markovien?

2. Quelle est la matrice de transtion correspondante?
3. Si l’on désigne parcn

Xn
1

la consommation de grains des souris entre
les instantsn etn+1, quelle est l’esp´erance math´ematique de la perte
totale de grains c.a.d. quelle est la valeur de :

E

{
N−1∑
n=0

cn
Xn

1
|X0

1 = x0
1, X0

2 = x0
2

}
?

3. EQUATION DE KOLMOGOROV

3.1. EQUATION DE KOLMOGOROV EN AVANT

PROPOSITION3.1. SiP désigne la mesure de probabilit´e d’une chaˆıne de
Markov de matrice de transitionM et de loi d’entrée p0 alors la loi margi-
nalepn

x définie parP(Xn = x) est solution de :{
pn = pn−1Mn−1 ,

p0donné .
(3.1)

PREUVE. Par définition d’une loi marginale on a :

pn
x = (p0M0M1...Mn−1)x ,

d’où le résultat.
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3.2. EQUATION DE KOLMOGOROV ARRIÈRE

On considère l’évaluation de l’esp´erance math´ematique d’une fonction-
nelle additive de la trajectoire sur un horizon fini c.a.d. sur un nombre
fini de périodes de temps. On ´evalue cette fonctionnelle par une ´equation
récurrente r´etrograde.

PROPOSITION3.2. Etant donn´ee une chaˆıne de Markov de matrice de tran-
sition Mn, la fonctionnelle :

vn
x = E

{
N−1∑
j=n

cj
X j |Xn = x

}

est solution de l’´equation récurrente de Kolmogorov arri`ere :{
vn−1 = cn−1 + Mn−1vn ,

vN = 0 .
(3.2)

PREUVE. Démontrons ce r´esultat pourn = 0. On a :

v0 =
N−1∑
n=0

(

n−1∏
j=0

M j )cn

grâceà l’équation de Kolmogorov avant et donc

v0 = c0+ M0(c1+ M1(c2+ M2(c3+ ...+ MN−1cN−1))) ,

d’où le résultat.

3.3. EQUATION DE KOLMOGOROV ACTUALISÉE

On considère le même problème que pr´ecédemment mais cette fois sur
un horizon infini et un coˆut par période actualis´e c.a.d. d´ecroissant de fac¸on
exponentielle avec le temps.

PROPOSITION3.3. Etant donn´ee une chaˆıne de Markov homog`ene de ma-
trice de transitionM, la fonctionnelle

vx = E
{+∞∑

n=0

1

(1+ λ)n+1
cXn|X0 = x

}

est solution de l’´equation :

(A− λ)v + c = 0 , (3.3)

où A = M − I est appell´egénérateurde la chaˆıne de Markov.
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PREUVE. On a :

vx = E

{+∞∑
n=0

1

(1+ λ)n+1
cXn|X0 = x

}
,

= 1

(1+ λ)cx + 1

(1+ λ)E
{+∞∑

n=0

1

(1+ λ)n+1
cXn+1|X0 = x

}
,

= 1

(1+ λ)cx + 1

(1+ λ)E{vX1|X0 = x} ,

= 1

(1+ λ)cx + 1

(1+ λ)(Mv)x ,

d’où le résultat.

3.4. EQUATION DE KOLMOGOROV ARRÊTÉ

On considère un probl`eme du mˆeme type que celui du paragraphe pr´e-
cédent mais cette fois arrˆeté avant l’infini selon une proc´edure pouvant
dépendre de l’´etat présent.

DÉFINITION 3.4. Une v.a.ν : �→ R+ est un temps d’arrˆet si{ν = n} est
Fn mesurable∀n ∈ N.

EXEMPLE 3.5. Les deux variables al´eatoires suivantes sont des temps
d’arrêt.

• ν(ω) = n,∀ω ∈ �.
• Etant donn´e un ensemble,B ⊂ E, νB = inf{n : Xn 6∈ B} est un

temps d’arrêt appelé temps de sortiede l’ensembleB.

EXERCICE 3.6. Montrez que :

• νB est effectivement un temps d’arrˆet;
• par contreνB − 1 (l’instant avant la premi`ere sortie) n’est pas un

temps d’arrêt.

PROPOSITION3.7. Etant donn´ee la chaˆıne de Markov homog`ene de g´ené-
rateurA, B ⊂ E, νB le temps de sortie deB, la fonctionnelle :

vx = E
{
νB−1∑
n=0

1

(1+ λ)n+1
cXn + 1

(1+ λ)νB+1
8XνB |X0 = x

}
est solution du probl`eme de Dirichlet suivant{

(A− λ)v + c = 0 surB ,
v = 8/(1+ λ) sur{B .

(3.4)

PREUVE. Il est immédiat d’adapter la preuve de la proposition
précédente. Donnons une autre preuve plus technique mais montrant des
idées utiles. Cette preuve consiste `a trouver une interpr´etation stochastique
à la solution du probl`eme de Dirichlet.
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Soitv solution de (3.4) on a alors :

EFn{vXn+1 − (Mv)Xn} = 0, sur Xn ∈ B ,

à cause de la propri´eté de Markov deXn.
Sur Xn ∈ B on a donc :

EF n

{
1

(1+ λ)n+1
vXn+1 − 1

(1+ λ)nvXn

}
= EF n

{
1

(1+ λ)n+1
(Mv)Xn − 1

(1+ λ)nvXn

}
,

= EF n

{
1

(1+ λ)n+1
((A− λI )v)Xn

}
,

= −EF n

{
1

(1+ λ)n+1
cXn

}
.

Sur{B on définit c parcx = −[(A− λI )v]x de façon à prolonger l’égalité
précédente `a toutE. En notant :

Rn+1 = 1

(1+ λ)n+1
vXn+1 − vX0 +

n∑
k=0

1

(1+ λ)k+1
cXk ,

Rn est martingale partant de 0.
Rappelons qu’une martingaleRn est un processus v´erifiant

EF m
(Rn) = Rm, ∀n,m, n ≥ m .

Alors Rn∧νB est aussi une martingale partant de 0, en effet :

EF n−1
Rn∧νB =

n−1∑
m=0

1{νB=m}Rm + 1{νB≥n}EF n−1
Rn = R(n−1)∧νB ,

puisque{νB ≥ n} = {{νB ≤ n− 1} estFn−1 mesurable.
On a donc :

EF 0

{
1

(1+ λ)n∧νB
vXn∧νB

+
n∧νB−1∑

k=0

1

(1+ λ)k+1
cXk

}
= vX0 .

En passant alors `a la limite enn on obtient :

EF 0

{
1{νB<∞}

1

(1+ λ)νB+1
8XνB +

νB−1∑
k=0

1

(1+ λ)k+1
cXk

}
= vX0 ,

d’où le résultat, puisque 1/(1+ λ)νB = 0 sur{νB = ∞}.
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4. ETUDE ANALYTIQUE DES MATRICES

On étudie les matrices d’un point de vue analytique. On obtient ainsi
des résultats qui peuvent ˆetre vus comme des corollaires de la mise sous
forme de Jordan d’une matrice. L’approche donn´ee ici présente l’intérêt de
se généraliserà la dimension infinie; elle est tir´ee du livre de Kato sur la
perturbation des op´erateurs. Comme corollaire de ces r´esultats on obtient
la semi-simplicité des valeurs propres de module 1 des matrices stochas-
tiques. On a alors les outils n´ecessaires pour comprendre le comportement
asymptotique des chaˆınes de Markov.

4.1. DÉVELOPPEMENT DE LA ŔESOLVANTE D’ UN OPÉRATEUR AUTOUR

D’ UNE VALEUR PROPRE

On se donne un op´erateurA (ici une matriceE × E).

DÉFINITION 4.1. On noteRλ la résolvante de l’op´erateur A, d´efinie par
Rλ(A) = (A − λI )−1 où ∀λ ∈ C\SA avecSA le spectre deA — c.a.d.
l’ensemble desλ ∈ C où A − λI est singulière. On a alors l’´egalité des
résolvantes :

Rλ1 − Rλ2 = (λ1− λ2)Rλ1 Rλ2. (4.1)

PREUVE.

Rλ1 − Rλ2 = Rλ1(A− λ2)R
λ2 − Rλ1(A− λ1)R

λ2

= (λ1− λ2)R
λ1 Rλ2.

PROPOSITION4.2. L’applicationλ → Rλ est analytique surC\SA, et n’a
pas de pˆole à l’infini.

PREUVE. Grâceà l’égalité des résolvantes on a :

Rλ0 = Rλ + Rλ0 − Rλ = [1− (λ− λ0)R
λ0] Rλ ,

et donc :

Rλ = [1− (λ− λ0)Rλ0]−1Rλ0 ,

=
+∞∑
n=0

(λ− λ0)
n(Rλ0)n+1 .

La série est convergente d`es que|λ − λ0| < 1
|Rλ0 | et doncRλ est analytique

dansC\SA.
D’autre part :

Rλ = (A− λ)−1 = −λ−1(1− λ−1A)−1 = −
+∞∑
n=0

λ−n−1 An

est convergente d`es queλ > |A|.
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THÉORÈME 4.3. Dans un voisinage de la valeur propreλ0 de A, on a le
développement

Rλ = −(λ− λ0)
−1P −

m−1∑
n=1

(λ− λ0)
−n−1Nn +

+∞∑
n=0

(λ− λ0)
nSn+1 , (4.2)

avec :

• P projecteur spectral sur l’espace propreV associé à la valeur propre
λ0, suppos´e de dimensionm ;
• N le nilpotent associ´e à la valeur propreλ0 ;
• SvérifiantS(A− λ0) = (A− λ0)S= I − P donc pseudo inverse de

A sur le suppl´ementaire de l’espace propreV .

PREUVE. On développeRλ en série de Laurent au voisinage deλ = λ0, on
obtient :

Rλ =
+∞∑

n=−∞
(λ− λ0)

nBn ,

où :

Bn = 1

2π i

∫
0

(λ− λ0)
−n−1 Rλdλ ,

et0 est un cercle entourant la valeur propreλ0 à l’exclusion de toutes les autres,
orienté dans le sens positif. En prenant0′ un cercle entourant0 ayant les mˆemes

0

Γ

Γ’

λ

FIGURE 3. Contour d’intégration

propriétés que0 on obtient en utilisant l’´egalité des résolvantes :

BnBm

= 1

(2π i )

∫
0′

∫
0

(λ− λ0)
−n−1(λ′ − λ0)

−m−1RλRλ
′
dλdλ′

= 1

(2π i )

∫
0′

∫
0

Rλ
′ − Rλ

(λ− λ0)n+1(λ′ − λ0)m+1(λ′ − λ)dλdλ′ .
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D’autre part on a:

1

(2π i )

∫
0

(λ− λ0)
−n−1(λ′ − λ)−1dλ = ηn(λ

′ − λ0)
−n−1 ,

avec {
ηn = 1 si n ≥ 0 ,
ηn = 0 si n < 0 .

En effet :

• si n < 0, donc si−n− 1 ≥ 0, on a l’analycité de(λ − λ0)
−n−1, et comme

0′ està l’extérieur de0, la formule de Cauchy montre queηn = 0;
• si n ≥ 0, posantµ = 1/(λ− λ0), par ce changement de variable0 devient
01, 0′ devient0′1, avec0′1 ⊂ 01 et on a :

1

(2πi )

∫
0

(λ− λ0)
−n−1(λ′ − λ)−1dλ

= − 1

(2π i )

∫
01

µn+1(
1

µ′
− 1

µ
)−1dµ

µ2

= − 1

(2πi )

∫
01

µn+1 µµ′

µ− µ′
dµ

µ2

= − 1

(2πi )

∫
01

µ′
µn

µ− µ′dµ

= (µ′)n+1

= 1

(λ′ − λ0)n+1
.

De même on a :

1

(2πi )

∫
0′
(λ− λ0)

−m−1(λ′ − λ)−1dλ′ = (1− ηm)(λ− λ0)
−m−1

et donc on a :

BnBm = ηn + ηm− 1

2π i

∫
0

(λ− λ0)
−n−m−2Rλdλ , (4.3)

= (ηn + ηm− 1)Bn+m+1 . (4.4)

Posons alors :

P = −B−1 ,

N = −B−2 ,

S = B0 .

En particularisant la formule fondamentale (4.4) on va obtenir le r´esultat annonc´e
dans le th´eorème.

Nous rassemblons ces particularisations dans le tableau :
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n m ⇒ ⇒ commentaire
−1 −1 B2

−1 = −B−1 P2 = P P est une projection
−2 −2 B2

−2 = −B−3 B−3 = −N2

−2 −3 B−2B−3 = −B−4 B−4 = −N3 B−n = −Nn−1 n ≥ 2
0 0 B0B0 = B1 B1 = S2

1 0 B0B1 = B3
0 = B2 B2 = S3 Bn = Sn+1 n ≥ 0

−1 −2 B−1B−2 = −B−2 P N = N P = N
−1 0 B−1B0 = 0 PS= S P= 0
−2 0 B−2B0 = 0 N S= SN= 0

On a donc

Rλ = −(λ− λ0)
−1P −

∞∑
n=1

(λ− λ0)
−n−1Nn +

+∞∑
n=0

(λ− λ0)
nSn+1 .

CommeP est une projection, on a la d´ecomposition deF = V⊕W avecV = P F
et W = (I − P)F . En posant :

Qλ = −(λ− λ0)
−1P −

+∞∑
n=1

(λ− λ0)
−n−1Nn,

Qλ est la partie principale d’une s´erie de Laurent autour d’une singularit´e isolée.
Qλ est donc convergente pourλ 6= λ0, et donc le rayon spectral deN est nul, et
doncN est nilpotent, et donc, sim= dim(P F), on aNm = 0.

Si l’on note par un indicei les opérateursN, P, Q associés aux autres valeurs
propres, on montre de mˆeme que :

Pi Pk = δik Pi ,∑
k

Pk = I ,

Rλ =
∑

i

Qλ
i .

En remarquant alors que :

(A− λ0)R
λ = (A− λ+ λ− λ0)(A− λ)−1 = 1+ (λ− λ0)R

λ ,

(A− λ0)Bn = 1

(2π i )

∫
0

1

(λ− λ0)
n+1

Rλ(A− λ0)dλ ,

= 1

(2π i )

∫
0

1

(λ− λ0)n+1
(1+ (λ− λ0)R

λ)dλ ,

= δn0+ Bn−1 ,

et donc pourn = 0 :

(A− λ0)S= S(A− λ0) = 1− P ,

et pourn = −1 :

P(A− λ0) = (A− λ0)P = N ,

ce qui revient `a dire que :

AP = λ0P + N ,

on a obtenu la d´ecomposition spectrale deA .
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4.2. APPLICATION AUX MATRICES STOCHASTIQUES

Une matrice stochastiqueM est une probabilit´e de transition d’une
chaı̂ne de Markov. Elle v´erifie donc :

Mxy ≥ 0, ∀x, y ∈ E ,∑
y∈E

Mxy = 1, ∀x ∈ E .

PROPOSITION4.4. Si l’on note :

• |v|∞ = sup
x∈E
|vx| pourv ∈ RE,

• |A|∞ = sup
|v|∞≤1

|Av|∞ pour A ∈ RE×E,

pour toute matrice stochastiqueM, on a|M|∞ = 1, et donc toutes les va-
leurs propres deM ont des modules inf´erieursà 1.

PREUVE.

|Mv|∞ = sup
x
|
∑

y

Mxyvy| ≤ (sup
y
|vy|)(sup

x

∑
y

Mxy) = sup
y
|vy| .

et donc|M|∞ ≤ 1. En prenantv′ = (1 · · ·1) on obtient l’égalité.

Du théorème donnant le d´eveloppement de la r´esolvante, valide pour les
matrices g´enérales, on d´eduit le corollaire suivant sur les matrices stochas-
tiques :

COROLLAIRE 4.5. Les nilpotents associ´es aux valeurs propres de module
1 d’une matrice stochastique sont nuls.

PREUVE. Soient,λ0 une valeur propre de module 1 deM — matrice
stochastique — etλ = λ0α ∈ C , α > 1 ∈ R. Alors

vλx = E

{+∞∑
n=0

λ− λ0

λn+1
cXn|X0 = x

}
,

≤ |λ− λ0|
|λ| sup

x
|cx| 1

1− | 1
λ
| ,

= sup
x
|cx| |λ − λ0|
|λ| − 1

,

= sup
x
|cx| .

Et doncvλx est borné∀λ, |λ| > 1. Or vλ est solution de l’´equation de Kol-
mogorov :

(M − λ)vλ + (λ− λ0)c= 0 ,

et donc

vλ = −(λ− λ0)Rλ(M)c ≤ sup
x
|cx| ,
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ce qui n’est possible, d’apr`es le théorème précédent, que si le nilpotent de
M associé à la valeur propreλ est nul.

5. PROBLÈMES ERGODIQUES

Nous pouvons ´etudier maintenant l’´equation de Kolmogorov dans le
cas ergodique (c.a.d. lorsque le taux d’actualisation tend vers 0, ou plus
classiquement le cas du coˆut moyen par unit´e de temps).

COROLLAIRE 5.1. Si l’on note

vλx = E
{+∞∑

n=0

λ

(1+ λ)n+1
cXn|X0 = x

}
, λ ∈ R+ ,

on a lim
λ→0

vλ = v = Pc où P désigne le projecteur spectral sur l’espace

propre associ´e à la valeur propre 1 deM — matrice de transition de la
chaı̂ne de MarkovXn.

PREUVE. D’après l’équation de Kolmogorov actualis´eevλ, λ > 0 est
solution de

(A− λ)vλ + λc = 0 ,

où A = M− I . La matriceA admet la valeur propre 0 et le nilpotent associ´e
est nul grâce au corollaire (4.5). Commevλ = −λRλ(A)c le développement
(4.2) donne le r´esultat.

PROPOSITION5.2. Le vecteurv = lim
λ→0

vλ pourvλ défini au corollaire (5.1)

est l’unique solution d’un des syst`emes d’équations ´equivalents suivant :

(v,q) = (c,q), v ∈ N (A), ∀q ∈ N (A′) , (5.1)

Aw + c = v, v ∈ N (A), w ∈ R(A) . (5.2)

oùN (A) désigne le nayau deA etR(A) désigne l’image deA.

PREUVE. Dans le corollaire on a montr´e quev = Pc, prenonsw =
−Sc, alors (5.2) devient :

−ASc+ c = Pc ,

qui se déduit deAS= S A= I − P.
Montrons que (5.2)⇒ (5.1). Pour cela il suffit de faire le produit scalaire

de (5.2) parq et d’utiliser(q, Aw) = (A′q,w) = 0 qui provient du fait que
q ∈ N (A′).

Montrons l’unicité de la solution de (5.1). Pour cela supposons qu’il y
ait deux solutions. Notonsz la différence, on a :

(z,q) = 0, z ∈ N (A), ∀q ∈ N (A′) ,
et doncz ∈ R(A) et doncR(A) ∩ N (A) 6= 0 et donc il existeu tel que
v = Au ∈ R(A) 6= 0 et Av = 0 et doncA2u = 0, Au 6= 0, et donc le
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nilpotent deA associé à la valeur propre 0 est non nul ce qui contredit le
corollaire 4.5.

EXERCICE 5.3. Démontrer que (5.1)⇒ (5.2).

On aégalement un th´eorème ergodique qui peut ˆetre vu comme un corol-
laire du théorème 4.2.

COROLLAIRE 5.4 (Théorème ergodique).

lim
m→∞

1

m
[ I + M + M2+ ...+ Mm−1] = P ,

où M désigne une matrice stochastique etP le projecteur spectral sur l’es-
pace propre associ´e à la valeur propre 1 deM.

PREUVE. M =
∑

i

(λi Pi + Ni ) où λi désigne les valeur propres deM,

Pi les projecteurs spectraux etNi les nilpotents associ´es.
On a limm→∞(λi Pi + Ni )

m = 0 dès que|λi | < 1.
D’autre part, en utilisant le fait que les nilpotents associ´es aux valeurs

propres de module 1 sont nuls, on obtient :

1

m
[ I + M + ...+ Mm−1] =

∑
i,|λi |=1

1

m

m−1∑
k=0

λk
i Pi + ε .

Mais

1

m

m−1∑
k=0

λk
i =


1

m

λm
i − 1

λi − 1
si λi 6= 1 ,

1 siλi = 1 ,

d’où le résultat.

REMARQUE 5.5. Puisque l’on a
+∞∑
n=0

λ

(1+ λ)n+1
= 1 ,

notantν une variable al´eatoire surN, indépendante deXn, de loi définie
par :

P{ν = n} = λ

(1+ λ)n+1

on a :

vλx = E{cXν |X0 = x} .
D’autre part,

Eν =
+∞∑
n=0

nλ

(1+ λ)n+1
= 1

λ
.

Et donc lorsqueλ → 0, Eν → ∞, ce qui montre que le corollaire
(5.1) est une sorte de th´eorème ergodique dans lequel on a remplac´e la loi
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uniforme sur [0,m− 1] par une loi exponentielle et le passage `a la limite
surm par un passage `a la limite sur le taux de l’ exponentielle.

EXERCICE 5.6. Vérifier la formule :Eν = 1
λ
.

6. PROPRÍETÉS COMBINATOIRES

Etant donn´ee une chaˆıne de Markov de matrice de transitionM, on lui
associe l’application :

0 : E → P(E),
x → 0(x) = {y ∈ E : Mxy > 0 }

c.a.d l’application qui `a un noeud du graphe (associ´eà la chaˆıne de Markov)
fait correspondre l’ensemble des noeuds accessibles par une transition de
probabilité non nulle.

Un chemin de longueurn allant dex0 à xn ∈ E sera la donn´ee de
x0 · · · xn avecxk ∈ 0(xk−1). Un circuit sera un chemin revenant `a son point
de départ. Les noeuds sont vus comme des chemins de longueur z´ero. On
définit alors :

• la relation d’équivalence :

x ∼ y⇔ x et y appartiennent `a un même circuit ;

• le préordre

x > y⇔ ∃ un chemin de longueur quelconque allant dex à y .

Par passage au quotient, ce pr´eordre définit une relation d’ordre sur les clas-
ses d’équivalences. On a alors les d´efinitions :

• une classe d’´equivalence est ditefinale si elle est minimale pour la
relation d’ordre entre les classes,
• une classe non finale est ditetransitoire,
• un ensembleA ∈ E est dit clos s’il n’existe pas d’arc ayant son

origine dansA et son extr´emité dans{A,
• une chaˆıne de Markov ayant une seule classe est diteirr éductible.

1

2

3

4

5

6

7

FIGURE 4. Exemple de chaˆıne de Markov

EXEMPLE 6.1. La chaˆıne de la figure 4 a 2 classes transitoires (1,2) (5) et
2 classes finales (3,4) (6,7). La sous chaˆıne (6,7) est irr´eductible.
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7. BASE DEN (A′)
Soit une chaˆıne de Markov de matrice de transitionM, notonsA =

M−I son générateur. Un ´elémentp deN (A′) vérifie A′ p = 0 doncpA= 0
donc pM = p c’est donc une mesure invariante parM. On veut décrire,
dans ce paragraphe, l’ensemble des mesures de probabilit´es invariantes par
M.

DÉFINITION 7.1. Un opérateurA satisfait au :
• principe du maximum [resp. principe du minimum]si :

(Av)x ≤ 0, ∀x ∈ arg max
x∈E

vx [resp.(Av)x ≥ 0, ∀x ∈ arg min
x∈E

vx];
• principe du maximum positif [resp. principe du maximum strictement

positif] si et seulement si :

max
x

vx ≥ 0⇒ (Av)x ≤ 0, ∀x ∈ arg max
x∈E

vx

[resp. max
x

vx > 0⇒ (Av)x < 0, ∀x ∈ arg max
x∈E

vx ] .

PROPOSITION7.2. SiM est une matrice stochastiqueA = M − I satisfait
au principe du maximum et du minimum etA − D, D diagonaleDii ≥
0 [resp. > 0], satisfait au principe du maximum [resp. strictement] positif
— les matricesM − D sont dites sous-stochastiques.

PREUVE. Soitx ∈ arg maxx∈E{vx} on a alors :

(Av)x =
∑

y

Mxyvy − vx ≤
∑

y

Mxyvx − vx ≤ 0 ,

puisqueMxy ≥ 0,
∑

y

Mxy = 1 etvy ≤ vx, ∀y.

REMARQUE 7.3. On peut d´efinir de même le principe du minimum n´egatif
[resp. strictement n´egatif] verifié par les matrices stochastiques [resp. sous
stochastiques].

Etant donn´e un vecteurp, il peut toujours s’´ecrire p = p+ − p− avec
p+x = max(px,0) et p−x = max(−px,0) ∀x ∈ E. On note aussip+ et
p− les vecteurs de dimension plus petite constitu´es des seuls ´eléments non
nuls. Avec cet abus de notation et un changement de num´erotation on notera
égalementp = (p+, p−).
LEMME 7.4.

p ∈ N (A′)⇒ p+ ∈ N (A′) , p− ∈ N (A′).
PREUVE. On a la partition :

A =
[

A11 A12

A21 A22

]
.

On a :

pA= [ p+A11− p−A21 p+A12− p−A22

] = [ 0 0
]
,
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mais−p−A21 ≤ 0 car tous les coefficients deA21 sont positifs. On a alors
p−A21 = 0 sinon(−p−A21,1) < 0 ce qui implique que(p+A11,1) >
0 mais(p+A11,1) = (p+, A111) ≤ 0 d’après le principe du maximum
positif appliqué à la sous matriceA11. De même on ap+A12 = 0 et donc le
résultat.

THÉORÈME 7.5. Il existe une base(p1, p2, ..., pm) deN (A′) telle que :

• les pα sont des mesures de probabilit´es de supports disjoints. Ces
mesures de probabilit´es seront appel´ees dans la suitemesure de pro-
babilités invariantes extrˆemales(MPIE) deM,
• leurs supports sont les classes finales de la chaˆıne de Markov.

PREUVE. Du lemme pr´ecédent découle l’existence d’une base de
N (A′) : notée(q1, ...,qm) telle que :

qαx ≥ 0 ,
∑

x

qαx = 1 . (7.1)

En effetétant donn´ee une base quelconque(e1 · · ·em),

(e+1 ,e
−
1 ,e

+
2 ,e

−
2 · · ·e+m,e−m)

appartient `aN (A′) et engendreN (A′) et on peut en extraire une base. Il
suffit alors de normaliser cette base pour obtenir la propri´eté désirée.

Si lesqα n’ont pas leurs supports disjoints on peut construire une nou-
velle base ayant cette propri´eté . En effet supposons queqα et qβ soient
dans ce cas alorsµqα − λqβ ∈ N (A′) , ∀λ,µ et donc(r 1, r 2, r 3) définis
par :

r 1 =
{

qα sur{suppqα

suppqα∩suppqβ ,

0 ailleurs ,

r 2 =
{

qα sur suppqα ∩ suppqβ ,
0 ailleurs ,

r 3 =
{

qβ sur{suppqβ

suppqα∩suppqβ ,

0 ailleurs ,

génère l’espace vectoriel engendr´e par lesqα etqβ et appartiennent `aN (A′)
grâce au lemme pr´ecédent.

On construit ainsi une base(r 1, r 2, · · · , r m) de vecteurs v´erifiant (7.1)
et ayant leurs supports disjoints. Si l’on note alorsf1 · · · fm leurs supports
et t = {Ef1∪ f2∪...∪ fm

, A se réécrit :

A =

f1 f2 fm t

f1 A1 0 0 0
f2 0 A2 0 0
fm 0 0 Am 0
t At1 . . Att

.
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En effet si l’on note : Bji = {Mxy, x ∈ f j , y ∈ fi } alors Bji = 0 pour
j 6= i sinon en prenantp = r i − r j on aurait :

(pA) fi = r i Ai − r j Bj i = 0⇒ Bji = 0 .

En effet dans le cas contraire on aurait :r j Bj i ≥ 0 avec(r j Bj i ,1) > 0,
mais alors(r i Ai ,1) > 0 or (r i Ai ,1) = (r i , Ai 1) ≤ 0 puisqueAi 1 ≤ 0
d’après le principe du maximum positif.

D’autre part les supports des MPIE sont des ensembles clos et donc
des unions de classes closes minimales, et donc la dimension deN (A′)
est plus petite que le nombre de classes finales. Inversement pour chaque
classe finalef , notonsA f la restriction deA à l’ensemblef, A f est encore
un générateur d’une chaˆıne de Markov, et a donc au moins une mesure de
probabilité invarianteq , alors :

r =
{

q sur f ,
0 ailleurs ,

vérifie r A = 0 et la dimension deN (A′) est plus grande que le nombre de
classes finales, d’o`u le résultat.

REMARQUE 7.6. f1, f2, ..., fm sont donc les classes finales, et donct est
l’ensemble des ´etats transitoires.

8. BASE DEN (A)
Une base deN (A) ayant une interpr´etation probabiliste peut ˆetre ex-

plicité. Ce sont les probabilit´es d’atteindre une classe finale donn´ee partant
d’un état transitoire. On a vu au paragraphe pr´ecédent que le g´enérateur
d’une chaˆıne de Markov a la structure suivante :

A =

f1 f2 fm t
f1 A1 0 0 0
f2 0 A2 0 0
fm 0 0 Am 0
t At1 . . Att

,

où :

• f1, f2, · · · , fm sont les classes finales,
• t est l’ensemble des ´etats transitoires,
• dim(N (A′)) = dim(N (A)) estégal au nombre de classes finales.

PROPOSITION8.1. Toutes les valeurs propres deMtt = Att + I sont de
module strictement inf´erieurà 1.

PREUVE. Puisque les ´etats appartenant `a t sont transitoires, il existe un
chemin de longueurm allant de tout ´elémentx ∈ t à une classe finalefi ,
mais alors tout chemin de longueur plus grande quem, va encore det à fi
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puisque le chemin pr´ecédent se prolonge par un chemin dansfi , il existe
alorsn tel que

(M)n =

f1 f2 fm t
f1 (M1)

n 0 0 0
f2 0 (M2)

n 0 0
fm 0 0 (Mm)

n 0
t Bt1 . . (Mtt )

n

possède dans chaque ligne index´ee danst , unélément non nul en dehors du
bloc diagonalMtt . Et donc la somme des coefficients en ligne de(Mtt )

n < 1
et donc|(Mtt )

n|∞ < 1 d’où le résultat.

THÉORÈME 8.2. Une base deN (A) est constitu´ee par les vecteursχ j so-
lutions uniques des probl`emes de Dirichlet : Aχ j = 0 surt ,

χ j = 1 sur f j ,

χ j = 0 ailleurs .

PREUVE. En utilisant la structure de la matrice A il suffit de montrer
que :

(At j 1
f j + Attχ

j )x = 0, ∀x ∈ t . (8.1)

où 1f j désigne le vecteur dont les composantes sont ´egales `a 1 et définies
pour lesétats appartenant `a f j . Mais Att est inversible puisqueAtt a ses
valeurs propres strictement n´egatives et doncχ j

x = (−A−1
tt At j 1 f j )x, x ∈ t

est la solution cherch´ee.

REMARQUE 8.3. Potentiel d’une chaˆıne transitoire. La matrice :

R=
+∞∑
n=0

(Mtt )
n

est appel´epotentielde la chaˆıne transitoire de matrice de transitionMtt . On
remarque que puisque|Mtt | < 1, R < ∞ on aχ j = RAt j 1 f j en utilisant
−A−1

tt = ( I − ( I + Att ))
−1.

REMARQUE 8.4. Interprétation deχ j . χ j
x s’interprète comme la probabi-

lit é d’aller dansf j partant de l’état transitoirex.

χ j =
[+∞∑

n=0

(Mtt )
n

]
At j 1

f j

est la probabilit´e d’y aller en une ´etape, plus la probabilit´e d’y aller en deux
étapes, plus etc...
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CHAPITRE 2

CHAÎNES DE BELLMAN

On construit dans ce chapitre un formalisme similaire au calcul des pro-
babilités mais adapt´e à l’optimisation grâce à un changement d’alg`ebre.
Aux chaı̂nes de Markov correspondent alors des probl`emes de programma-
tion dynamique d´etermiste.

1. ALGÈBRE MAX-PLUS

1.1. DÉFINITIONS

DÉFINITION 1.1 (Demi-corps). Undemi-corpsK est un ensemble muni de
deux opérations⊕ and⊗ telles que :

• l’opération⊕ soit associative, commutative et poss`ede unzéro ε;

• l’opération⊗ définisse un groupe surK ∗ def= K \ {ε}, soit distributive
par rapport `a⊕ et sonunité evérifie ε ⊗ e= e⊗ ε = ε.

On dit que le demi-corps est

• idempotentsi la première opération est idempotente, c.a.d. si

a⊕ a = a ,∀a ∈ K ;
• commutatifsi le groupe est commutatif.

THÉORÈME 1.2. Le zéro ε d’un demi-corps idempotent estabsorbantpour
la seconde op´eration, c.a.d.ε ⊗ a = a⊗ ε = ε, ∀a ∈ K.

PREUVE. On a

ε = εe= ε(ε ⊕ e) = ε2⊕ ε = ε2 ,

alors,

∀a ∈ K ∗, ε = εe= εa−1a = ε(a−1⊕ ε)a = εa−1a⊕ ε2a = ε2a = εa .

DÉFINITION 1.3. Le symboleRmax [resp.Rmax] désigne l’ensembleR ∪
{−∞} [resp.R ∪ {∞,−∞}] muni des deux op´erations binaires max et+
(avec∞−∞ = −∞) notées⊕ and⊗ respectivement. On aε = −∞ et
e= 0.

On appelle cette structure l’alg`ebre max-plus. On remarque que l’ordre na-
turel surRmax peutêtre défini au moyen de l’op´eration⊕

a ≤ b si a⊕ b = b .

29
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THÉORÈME 1.4. La structure alg´ebriqueRmax est un demi-corps idempo-
tent.

Si l’on compare les propri´etés de⊕ et de⊗ avec celles de+ et de×,
nous voyons que :

1. nous avons perdu la sym´etrie de l’addition (poura donné, il n’existe
pas d’élémentsb tel que max(b,a) = −∞ dès quea 6= −∞);

2. nous avons gagn´e l’idempotence de l’addition.

Si l’on essaie de faire des calculs alg´ebriques dans cette structure on s’aper-
çoit que l’idempotence est aussi utile que l’existence d’un ´element sym´etri-
que pour la simplification des formules. Par exemple, l’analogue de la for-
mule binomiale

(a+b)n =
(

n
0

)
an+

(
n
1

)
an−1b+ · · ·+

(
n

n− 1

)
abn−1+

(
n
0

)
bn

est
n max(a,b) = max(na,nb) .

D’un autre côté le max n’est pas simplifiable max(a,b) = b n’implique pas
quea = ε.

1.2. NOTATION

Pour renforcer l’analogie avec le calcul conventionnel max est not´e⊕ ,
et+ est noté⊗. On introduit aussi le symbole◦/ pour l’ inverse de l’op´eration
de+ qui joue le rôle de la multiplication (qui est donc le moins habituel).
Par cons´equenta◦/b signifie a − b. On omet parfois⊗ si cela ne conduit
pasà des confusions. La table suivante permet de v´erifier que l’on a bien
compris les notations.

Rmax Notations conventionnelles =
2⊕ 3 max(2,3) 3

1⊕ 2⊕ 3⊕ 4⊕ 5 max(1,2,3,4,5) 5
2⊗ 3= 5 2+ 3 5

2⊕ ε max(2,−∞) 2
ε = ε ⊗ 2 −∞+ 2 −∞
(−1)⊗ 3 −1+ 3 2

e⊗ 3 0+ 3 3
32 = 23 3× 2= 2× 3= 6

e= e2 = 20 0× 2= 2× 0 0
(2⊗ 3)◦/(2⊕ 3) (2+ 3)−max(2,3) 2
(2⊕ 3)3 = 23⊕ 33 3×max(2,3) = max(3× 2,3× 3) 9

6◦/e 6− 0 6
e◦/3 0− 3 −3

2
√

8 8/2 4
5
√

15 15/5 3

EXERCICE 1.5. Exprimer min(a,b) en utilisant uniquement⊕ et⊗.
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2. MATRICES DANS L’ ALGÈBRE MAX-PLUS

Dans cette section on ´etudie les syst`emes linéaires. On est capable de
résoudre explicitement les syst`emes de la formex = Ax⊕ b et Ax = b (le
système généralétant de la formeAx⊕b = Cx⊕d). Onétudieégalement la
théorie spectrale des matrices. Il y a une notion de vecteur propre et valeur
propre satisfaisante mais il n’existe souvent qu’une seule valeur propre.

2.1. FONCTIONS SCALAIRES LIŃEAIRES ET AFFINES

DÉFINITION 2.1 (Fonction linéaire). La fonctionf : Rmax→ Rmax est li-
neairesi elle satisfait

f (c) = c⊗ f (e) , ∀c ∈ Rmax .

Par cons´equent toute fonction lin´eaire est de la formey = f (c) = a⊗c,
où a = f (e). Les graphes de telles fonctions sont des droites de pente un et
d’ordonnéea en 0.

DÉFINITION 2.2 (Fonction affine). La fonctionf : Rmax→ Rmax,

f (c) = ac⊕ b, a,b ∈ Rmax

est diteaffine.

Son graphe est le sup de la fonction constante et d’une droite de pente
1. Le premier probl`emeà resoudre est de trouver la solution de l’´equation

0

y
=

ac

a
slo

pe
=

1

max

max

FIGURE 1. Une fonction linéaire

0

y
=

ac
⊕ b

a

b

max

max

FIGURE 2. Une fonction affine

affine générale.

DÉFINITION 2.3 (Equation affine). L’´equationaffine scalairegénérale est

ax⊕ b = a′x ⊕ b′ . (2.1)
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En effet puisque⊕ n’a pas d’inverse, l’´equation (2.1) ne peut pas ˆetre
réduiteàax⊕ b = ε.
THÉORÈME 2.4. La solution de l’´equation scalaire affine g´enérale est la
suivante :

• Si

((a′ < a) et (b< b′)) ou ((a < a′) et (b′ < b)) (2.2)

sont vrais alors la solution est unique et donn´ee par

x = (b⊕ b′)◦/(a⊕ a′) ;
• Sia 6= a′, b 6= b′, et (2.2) n’est pas v´erifiée, il n’existe pas de solution

dansRmax;
• Si a = a′ and b 6= b′, la solution n’est pas unique et toutes les

solutions sont donn´ees parx ≥ (b⊕ b′)◦/a;
• Si a 6= a′ etb = b′, la solution n’est pas unique et toutes les solutions

sont donn´ees parx ≤ b◦/(a⊕ a′);
• Si a = a′ et b= b′, toutx ∈ R est solution.

La preuve est imm´ediateà partir de l’interprétation géométrique voir fi-
gure 3. En pratique, il est pr´eférable de simplifier (2.1) avant de la r´esoudre.

0

y
=

ax
⊕ b

y
=

a
′ x
⊕ b

′

max

max

FIGURE 3. Uneéquation affine

Par exemple, sia > a′ andb′ > b, alorsax⊕ b = a′x ⊕ b′ ⇔ ax = b′.

2.2. STRUCTURES VECTORIELLES

La strucure de moduloide joue le rˆole d’espace vectoriel lorsqu’on rem-
place le corps des scalaires par un demi-corps idempotent.

DÉFINITION 2.5 (Moduloide). UnmoduloideM sur un demi-corps idem-
potentK (avec ses deux op´erations⊕ and⊗, son zéroε et son unité e) est
un ensemble muni d’

• une opération interne not´ee aussi⊕ avec un z´ero notéε;
• une opération externe d´efinie surK×M à valeurs dansM, notée par

la juxtaposition des symboles du scalaire et du vecteur, qui satisfait
les propriétés suivantes :

1. ⊕ est associatif, commutatif;
2. α(x ⊕ y) = αx ⊕ αy;
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3. (α ⊕ β)x = αx ⊕ βx;
4. α(βx) = (αβ)x;
5. ex= x;
6. εx = ε;

pour toutα,β ∈ K et toutx, y ∈M.

On utilise cette structure dans le cas particulier suivant.

EXEMPLE 2.6. (Rmax)
n est un moduloide surRmax. Son zéro, encore not´e

ε, vaut(ε, · · · , ε).
DÉFINITION 2.7 (Algèbre Idempotente ). Un moduloide muni d’une op´e-
ration interne not´ee⊗ est appel´ealgèbre idempotentesi cette op´eration est
associative, a une unit´e notéee et si elle est distributive par rapport `a⊕.

EXEMPLE 2.8. Soit(Rmax)
n×n l’ensemble des matricesn×n à coefficients

dansRmax muni des deux op´erations internes suivantes :

• l’addition termeà terme not´ee⊕;
• la multiplication matricielle not´ee⊗ définie par

(A⊗ B)i j =
n⊕

k=1

Aik ⊗ Bkj ;

et l’opération externe

• ∀α ∈ Rmax,∀A ∈ (Rmax)
n×n, αA = (αAij ).

L’ensemble(Rmax)
n×n est une alg`ebre idempotente dont le z´ero est la ma-

trice (encore not´eeε) ayant tous ses termes ´egauxà ε, dont l’identité est
la matrice (encore not´eee) ayant sur la diagonale dese et partout ailleurs
valantε.

2.3. SYSTÈMES D’ ÉQUATIONS LINÉAIRES DANS (Rmax)
n

Dans cette sous-section nous nous int´eressons aux syst`emes d’équa-
tions linéaires. Nous utilisons les notations matricielles pour les d´efinir. Le
système général s’écrit

Ax ⊕ b = Cx⊕ d ,

où A etC sont desn× n-matrices etb etd sont desn-vecteurs. Ce syst`eme
peutêtre mis sous une forme simplifi´ee.

DÉFINITION 2.9 (Forme canonique d’un syst`eme). Le syst`eme

Ax⊕ b = Cx⊕ d

est ditêtre sousforme canoniquesi A,C, b, andd satisfont

• Cij = ε si Aij > Cij , et Aij = ε if Aij < Cij ;
• di = ε si bi > di , etbi = ε if bi < di .

EXEMPLE 2.10. Consid´erons le syst`eme(
3 2
ε 2

)(
x1

x2

)
⊕
(

1
2

)
=
(

4 1
1 1

)(
x1

x2

)
⊕
(

e
3

)
,
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qui peutêtre mis sous la forme simplifi´ee(
ε 2
ε 2

)(
x1

x2

)
⊕
(

1
ε

)
=
(

4 ε

1 ε

)(
x1

x2

)
⊕
(
ε

3

)
,

ce qui implique

2x2⊕ 1= 4x1

2x2 = 1x1⊕ 3

}
⇒ 4x1 = 1x1⊕ 3⇒ 4x1 = 3 ,

⇒ x1 = −1⇒ x2 = 1 .

Le système a une solution. En g´enéral, un syst`eme linéaire peut avoir ou ne
pas avoir de solution. De plus mˆeme s’il existe une solution elle peut ne pas
être unique.

Il y a deux classes de syst`emes linéaires pour lesquels on a une th´eorie
satisfaisante ce sont

• x = Ax ⊕ b;
• Ax = b.

Commenc¸ons parétudier le premier cas

2.3.1. SOLUTION DE x = Ax⊕ b.

DÉFINITION 2.11. On appelleG(A) le graphe de pr´ecédence associ´e à
la matrice A. Ses noeuds sont{1, · · · ,n} si la matrice A appartient `a
(Rmax)

n×n. Il possède l’arc joignanti à j de poidsAij si Aij 6= ε.
THÉORÈME 2.12. Si, dansG(A′), les poids des circuits sont n´egatifs ou
nuls, il existe une solution `a x = Ax ⊕ b qui est donn´ee parx = A∗b avec

A∗ def=
∞⊕
0

Ai =
n−1⊕

0

Ai .

De plus, si les poids des circuits sont strictement n´egatifs, la solution est
unique.

PREUVE. Si A∗b existe, c’est une solution puisque

A(A∗b)⊕ b = (e⊕ AA∗)b = A∗b .

EXISTENCE DE A∗b. On peut interpr´eter [A∗] j i comme le poids maxi-
mum des chemins de longueur quelconque joignanti à j dansG(A′). Par
conséquent, une CNS d’existence de [A∗]i j est l’absence de circuit de poids
positif dansG(A′).

UNICITÉ DE LA SOLUTION. Supposons quex soit solution dex =
Ax⊕ b. Alors x satisfait

x = b⊕ Ab⊕ A2x ,

x = b⊕ Ab⊕ · · · ⊕ Ak−1b⊕ Akx , (2.3)

et par cons´equentx ≥ A∗b. De plus, si tous les circuits ont des poids n´ega-
tifs, alorsAk → ε quandk→∞. En effet, les termes deAk sont les poids
des chemins de longueurk qui nécessairement contiennent des circuits de
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G(A′) dont le nombre tend vers l’∞ aveck. Mais les poids de ces cir-
cuits sont tous n´egatifs. Utilisant cette propri´eté dans l’équation (2.3), pour
k suffisamment grand, on obtient quex = A∗b.

PREUVE DE A∗ = e⊕ A⊕ · · · ⊕ An−1. Tous les chemins de longueur
supérieure ou ´egaleà n sont compos´es nécessairement d’un circuit et d’un
chemin de longueur strictement inf´erieureà n. Puisque les circuits ont des
poids négatifs, par hypoth`ese, on a

∀m ≥ n, Am ≤ e⊕ · · · ⊕ An−1 .

REMARQUE 2.13. Si le poids maximum des circuits est 0, une solution e-
xiste, mais il n’y a pas unicit´e. Par exemple, l’´equationx = x ⊕ b admet la
solutionx = e∗b = b mais toutx > b est aussi solution.

EXEMPLE 2.14. Consid´erons le syst`eme d’ordre 2

x =
( −1 2
−3 −1

)
x ⊕

(
e
2

)
.

Alors,

b =
(

e
2

)
, Ab=

(
4
1

)
, A2b=

(
3
1

)
,

A3b =
(

3
e

)
, A4b=

(
2
e

)
· · · .

Par cons´equent,

x =
(

e
2

)
⊕
(

4
1

)
⊕
(

3
1

)
⊕
(

3
e

)
⊕
(

2
e

)
⊕ · · · =

(
4
2

)
,

est la solution unique.
On remarque de plus queA2b, A3b, · · · sont plus petits queb⊕ Ab.

2.3.2. SOLUTION DE Ax = b. La seconde classe de syst`emes linéaires
pour laquelle on dispose de r´esultats satisfaisants estAx = b. Cependant,
on doit se placer dansRmax plutôt queRmax, et on doit affaiblir la notion de
solution. Unesous-solutionde Ax = b est unx qui satisfaitAx ≤ b, où
l’ordre sur les vecteurs est d´efini parx ≤ y si x ⊕ y = y.

THÉORÈME 2.15. Etant donn´ee unen × n-matrice A et unn-vecteurb à
coefficients dansRmax, la plus grande sous-solution deAx = b existe. Elle
est donn´ee par :

−xj = max
i
(−bi + Aij ) .
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PREUVE. On a

{Ax ≤ b} ⇔
{⊕

j

Ai j x j ≤ bi , ∀i
}

⇔ {
xj ≤ bi − Aij ,∀i, j

}
⇔

{
xj ≤ min

i

[
bi − Aij

]
, ∀ j

}
⇔

{
−xj ≥ max

i

[−bi + Aij

]
, ∀ j

}
.

Inversement on v´erifie que le vecteurx défini par

−xj = max
i

[−bi + Aij

]
, ∀ j ,

est une sous-solution. Par cons´equent c’est la plus grande.

Pour résoudreAx = b, on peut alors calculer la plus grande sous-solution
et vérifier si c’est une solution ou non.

EXEMPLE 2.16. Calculons la plus grande sous-solution de l’´egalité :(
2 3
4 5

)(
x1

x2

)
=
(

6
7

)
.

Suivant les consid´erations pr´ecédentes on calcule matriciellement l’oppos´e
de la plus grande sous-solution( −6 −7

) ( 2 3
4 5

)
= ( −3 −2

)
.

Alors la plus grande sous-solution vaut(x1, x2) = (3,2). En effet d’une part(
2 3
4 5

)(
3
2

)
=
(

5
7

)
≤
(

6
7

)
,

d’autre part il est facile de v´erifier que la seconde in´egalité n’est plus sa-
tisfaite si on augmentex1 et/oux2. Par cons´equent la premi`ere inégalité ne
peut pas ˆetre réduiteà uneégalité.

2.4. THÉORIE SPECTRALE

Etant donn´ee une matriceA à coefficients dansRmax, on étudie l’exis-
tence de valeurs propres et de vecteurs propres, c.a.d., de l’existence
d’éléments non nulsλ et x tels que :

Ax = λx . (2.4)

Le résultat principal est le suivant

THÉORÈME 2.17. SiG(A′) est fortement connexe, il existe une et une seule
valeur propre (il peut y avoir plusieurs vecteurs propres). La valeur propre
estégal au poids moyen maximum des circuits du graphe :

λ = max
ζ

|ζ |w
|ζ |l ,
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où, ζ parcourt l’ensemble des circuits deG(A′), on note|ζ |w le poids du
circuit ζ et |ζ |l sa longueur.

PREUVE. EXISTENCE DE x ET DE λ. Considerons la matriceB =
A◦/λ def= (e◦/λ)A, où λ = maxζ |ζ |w/|ζ |l . Le poids maximum des circuits
deG(B′) este. Par cons´equentB∗ andB+ = BB∗ existent. La matriceB+

a une colonne poss´edant une sur la diagonale. Pour prouver cette affirma-
tion choisissons un noeudk d’un circuit ξ tel queξ ∈ arg maxζ |ζ |w/|ζ |l .
Le poids maximum des chemins allant dek à k este. Et donc nous avons
e = B+kk. Soit B·k la k-ème colonne deB. Alors, puisqueB+ = BB∗ et
B∗ = e⊕ B+ (e est la matrice unit´e), pour cek on a

B+·k = B∗·k ⇒ BB∗·k = B+·k = B∗·k⇒ AB∗·k = λB∗·k .

Par cons´equentx = B∗·k = B+·k est un vecteur propre deA associé à la valeur
propreλ.

L’ensemble des noeuds deG(A′) correspondant aux coefficients non
nuls dex est appel´e lesupportdex.

INTERPŔETATION DE λ EN TERME DE GRAPHE. Si λ satisfait (2.4), il
existe un coefficient non nul dex, disonsx1. Alors on a(Ax)1 = λx1 et il
existe un coefficientxi1 6= ε tel queA1i1 xi1 = λx1. Alors (Ax)i1 = λxi1 et il
existe un coefficientxi2 tel queAi1 i2xi2 = λxi1, etc. jusqu’à ce que l’on ob-
tienne une deuxi`eme fois le mˆeme coefficientxil . De cette fac¸on on a défini
un circuitβ = (il , im, . . . , il+1, il ). Par multiplication le long du circuit, on
obtient

Ail il+1 Ail+1 il+2 . . . Aimil xil+1 xil+2 . . . xim xil = λm−l+1xil xil+1 . . . xim .

Puisquexk 6= ε pour toutk, on peut simplifier l’équation ci dessus et on
obtient queλm−l+1 est le poids du circuit de longueurm− l + 1, ou, dit
autrement,λ est le poids moyen du circuitβ. Cet argument n’utilise pas la
forte connexité du graphe.

SI G(A′) EST FORTEMENT CONNEXE LE SUPPORT DEx EST L’ ENSEM-
BLE DE TOUS LES NOEUDS DE GRAPHE. Supposons que le support dex ne
soit pas le graphe tout entier. Il existerait alors des arcs partant du support de
x et joignant d’autres noeuds, en effetG(A′) a seulement une composante
fortement connexe par hypoth`ese. Le support deAx serait alors plus grand
que le support dex ce qui serait en contradiction avec l’´equation (2.4).

UNICITÉ DANS LE CAS FORTEMENT CONNEXE. Prenons un circuit
γ = (i1, . . . , i p, i1) tel que ses noeuds appartiennent au support dex (ici
tous les noeuds deG(A′)). On a

Ai2 i1xi1 ≤ λxi2 , . . . , Ai p i p−1xi p−1 ≤ λxi p , Ai1 i p xi p ≤ λxi1 .

Par les mˆemes arguments que ceux utilis´es pour l’interprétation (dans
cette preuve), on voit queλ est plus grand que le poids moyen deγ .
Par cons´equentλ est le poids moyen maximum des circuits et doncλ est
unique.
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Il est important de comprendre le rˆole du support dex dans cette preuve. Si
G(A′) n’est pas fortement connexe, le support dex n’est pas n´ecessairement
l’ensemble des noeuds tout entier et en g´enéral il n’y a plus unicité (voir
l’exemple 2.20 ci dessous).

REMARQUE 2.18. La partie interpr´etation de la preuve montre que pour
une matrice g´enéraleA, toute valeur propre est ´egale au poids moyen d’un
circuit. Par cons´equent le poids moyen maximum des circuits est ´egalà la
valeur propre maximum de la matrice correspondante.

EXEMPLE 2.19. Sous les hypoth`eses du th´eoreme 2.17, l’unicit´e du vecteur
propre n’est pas garantie comme le montre l’exemple suivant(

1 e
e 1

)(
e
−1

)
=
(

1
e

)
= 1

(
e
−1

)
,

et (
1 e
e 1

)( −1
e

)
=
(

e
1

)
= 1

( −1
e

)
.

Les deux vecteurs propres ne sont pas “proportionels”.

EXEMPLE 2.20. • L’exemple suivant est un contre exemple trivial `a
l’unicit é dans le cas non fortement connexe(
1 ε

ε 2

)(
e
ε

)
= 1

(
e
ε

)
,

(
1 ε

ε 2

)(
ε

e

)
= 2

(
ε

e

)
.

• Dans l’exemple suivant le graphe est connexe mais pas fortement
connexe n´eanmoins il n’y a qu’une seule valeur propre. On a(

1 e
ε e

)(
e
ε

)
= 1

(
e
ε

)
,

mais (
1 e
ε e

)(
a
e

)
= λ

(
a
e

)
,

n’a pas de solution parce que la deuxi`emeéquation implique que
λ = e, et par cons´equent la premi`ereéquation n’a pas de solution
pour l’inconnuea.
• Dans l’exemple suivant le graphe est connexe mais pas fortement

connexe mais il y a deux valeurs propres :(
e e
ε 1

)(
e
ε

)
= e

(
e
ε

)
,

(
e e
ε 1

)(
e
1

)
= 1

(
e
1

)
.

3. DÉCISION OPTIMALE

A partir de l’algèbre max-plus ou min-plus on peut construire un forma-
lisme analogue au calcul des probabilit´es. On pr´efère utiliser ici l’algèbre
min-plus qui est le dual de l’alg`ebre max-plus (le z´eroétant cette fois+∞).
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Nous présentons les principaux r´esultats de cette th´eorie sans d´emonstra-
tion. Dans beaucoup de cas l’adaptation de la d´emonstration faite en proba-
bilit é se fait facilement.

3.1. ESPACE DE D́ECISION, VARIABLES DE DÉCISION

Commenc¸ons par d´efinir les mesures de coˆut qui sont les analogues des
mesures de probabilit´e. L’idée est d’axiomatiser le fait que l’on peut asso-
cier à un ensemble de d´ecisions un coˆut représentant l’infimum (le mini-
mum n’existant pas n´ecessairement) des coˆuts des d´ecisions appartenant `a
cet ensemble .

DÉFINITION 3.1. 1. On appelleespace de d´ecisionle triplet {U,U,C}
où U est un espace topologique,U est l’ensemble des ouverts deU
etC une application deU dansR+ telle que

(a) C(U) = 0 ,
(b) C(∅) = +∞ ,

(c) C
(⋃

n An

) = infnC(An), ∀An ∈ U .
2. L’applicationC est appel´eemesure de coˆut.
3. Une applicationc deUdansR+ telle queC(A) = infu∈A c(u), pour

tout A dansU est appel´eedensité de coˆut de la mesureC.
4. On peut d´efinir aussile surcoût conditionelde prendre la d´ecision

dansA sachant qu’elle doit n´ecessairement ˆetre prise dansB par

C(A|B) def= C(A∩ B)− C(B) .
THÉORÈME 3.2. Soitc une fonctionà valeurs r´eelles dont l’infimum est 0,
l’expressionC(A) = infu∈A c(u) pour tout A ∈ U définit une mesure de
coût.

Inversement on peut montrer que toute mesure d´efinie sur les ouverts
d’un ensemble polonais (m´etrisable, s´eparable et complet) admet une plus
petite extensionC∗ àP(U) (l’ensemble des parties deU ). Cette extension
est définie de fac¸on unique et admet toujours une densit´e c qui est s.c.i.
(semi continue inf´erieurement) et qui satisfait infu c(u) = 0.

A cause de ce th´eorème dans la suite on ne s’int´eressa qu’aux densit´es
de coût qu’on appelle simplement coˆut.

On peut construire ´egalement l’analogue des variables al´eatoires que
l’on appelle variable de d´ecision.

DÉFINITION 3.3. 1. Unevariable de décision Xsur {U,U,C} est u-
ne application deU dansE un espace topologique que l’on sup-
pose polonais. Elle induit une mesure de coˆut CX sur (E,O)1 par
CX(A) = C∗(X−1(A)), pour toutA dansO. La mesure de coˆut CX

admet une densit´e de coˆut notéecX.
2. QuandE = R [resp.Rn, resp.Rmin] avec la topologie induite par

la valeur absolue [resp. la distance euclidienne, resp.d(x, y) =
1O représente l’ensemble les ouverts deE.
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|e−x − e−y| ] alors X est appel´eevariable de décision réelle [resp.
vectorielle, resp. `a valeurs coˆuts]

3. Deux variables de d´ecisionsX et Y sont ditesindépendantesquand

cX,Y(x, y) = cX(x)+ cY(y).

4. L’ optimumd’une variable de d´ecision réelle est d´efini par

O(X) def= arg min
x

cX(x)

quand le minimum existe. Quand une variable de d´ecisionX satisfait
O(X) = 0, on dit qu’elle estcentrée.

5. On a souvent besoin de l’analogue formel de la moyenne d´efini par :

M( f (X))
def= inf

x
( f (x)+ cX(x)) .

6. Quand l’optimum d’une variable de d´ecision réelle X est unique et
qu’au voisinage de l’optimum on a

cX(x) = 1

p

∣∣∣∣x −O(X)σ

∣∣∣∣p+ o(|x −O(X)|p) ,

on définit la sensibilité d’ordre pdeC parσ p(X)
def= σ . Quand une

variable de d´ecision vérifieσ p(X) = 1, on dit qu’elle estd’ordre p
et normalisée.

7. Pour 1≤ p <∞ les nombres

|X|p def= inf

{
σ | cX(x) ≥ 1

p
|(x −O(X))/σ |p

}
,

et

‖X‖p
def= |X|p + |O(X)| ,

définissent respectivement une semi-norme et une norme sur l’en-
semble des variables de d´ecision vérifiant‖X‖p < ∞. L’ensemble
des variables d´ecision correspondant est appel´eDp. L’espaceDp est
un espace vectoriel au sens habituel etO est un op´erateur linéaire sur
Dp.

8. La densit´e d’une sommeZ de deux variables de d´ecisionX et Y est
donné par

cZ(z) = inf
x,y,z=x+y

cX(x)+ cY(y) ,

appelé inf-convolutiondecX et decY, notécX ?cY. On a donccX+Y =
cX ? cY.
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3.2. TRANSFORMÉE DE FENCHEL

Le rôle de la transform´ee de Laplace ou de Fourier dans le calcul des
probabilités est jou´e par la transform´ee de Fenchel dans cette th´eorie de la
décision. Dans la suite l’ensemble des fonctions `a valeurs r´eelles, convexes,
s.c.i. et propres (ne valant pas partout−∞) est notéCx.

DÉFINITION 3.4. Soitc ∈ Cx, sa transform´ee Fenchel est la fonction ap-

partenant `aCx définie parĉ(θ) = [F(c)](θ) def= supx[θx − c(x)].

EXEMPLE 3.5. Sila(x) = ax on a [F(la)](θ) = χa(θ) avec

χa(θ) =
{ +∞ pourθ 6= a ,

0 pourθ = a .

THÉORÈME 3.6. Pourf, g ∈ Cx on a :

1. F( f ) ∈ Cx,
2. F est une involution c.a.d.F(F( f )) = f ,
3. F( f ? g) = F( f )+ F(g),
4. F( f +g) = F( f )?F(g) sous des hypoth`eses suppl´ementaires d’inf-

compacité.

DÉFINITION 3.7. Lafonction caractéristiqued’une variable de d´ecision est

F(X) def= F(cX).

Elle ne caract´erise que les variables de d´ecision ayant un coˆut apparte-
nantàCx.

THÉORÈME 3.8. Si le coût d’une variable d´ecision est d’ordrep on a :

F(X)′(0) = O(X),
F[ X −O(X)](p′)(0) = 0(p′)[σ p(X)] p′, avec 1/p+ 1/p′ = 1 ,

où0 désigne la fonction sp´eciale Gamma.

THÉORÈME 3.9. Pour deux variables de d´ecision indépendantesX andY
d’ordre p etk ∈ R on a :

F(X + Y) = F(X)+ F(Y), [F(kX)](θ) = [F(X)](kθ) ,

O(X + Y) = O(X)+O(Y), O(kX) = kO(X) ,

σ p(kX) = |k|σ p(X), [σ p(X + Y)] p′ = [σ p(X)] p′ + [σ p(Y)] p′ ,

(|X + Y|p)p′ ≤ (|X|p)p′ + (|Y|p)p′ .

3.3. COÛTS STABLES

Les fonctions suivantes pourp ≥ 1, m ∈ R, σ ∈ R+ sont stables par
inf-convolution

Mp
m,σ (x) =

1

p
(|x −m|/σ)p ,
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plus précisemment on a

Mp
m,σ ?M

p
m̄,σ̄ =Mp

m+m̄,[σ p′+σ̄ p′ ]1/p′avec 1/p+ 1/p′ = 1 .

3.4. LES THÉOREMES LIMITES POUR LES VARIABLES DE D́ECISION

On étudie le comportement asymptotique de sommes de variables de
décision indépendantes lorsque le nombre de termes tend vers l’infini. Pour
cela on doit d´efinir les topologies utilis´ees. Nous ne consid´erons ici que les
deux types de convergence les plus importants.

DÉFINITION 3.10. Pour une suite de variable de d´ecisions{Xm,m ∈ N} on
dit que

1. Xmconverge faiblementvers X, que l’on note parXm w→ X, si pour
tout f dansCb(E) (où Cb(E) désigne l’ensemble des fonctions con-
tinues born´ees inférieurement deE dansRmin),

lim
m
M[ f (Xm)] = M[ f (X)] .

2. Xm ∈ Dp converge en p-sensibilit´e versX ∈ Dp, notéeXm D p−→ X,
si limm ‖Xm− X‖p = 0 .

On peut montrer le th´eorème suivant

THÉORÈME 3.11. La convergence en sensibilit´e entraine la convergence
faible et la réciproque est fausse.

On peut alors ´enoncer l’analogue de la loi des grands nombres et du
théorème de la limite centrale.

THÉORÈME 3.12 (des grands nombres et de la limite centrale). Etant don-
née la suite{Xm, m ∈ N} de variables de d´ecision indépendantes et de
coûts identiques (i.c.i.) appartenantDp, ∞ > p ≥ 1, on a

lim
N→∞

1

N

N−1∑
m=0

Xm = O(X0) ,

où la limite est prise au sens de la convergence en p-sensibilit´e.
De plus si lesXm sont centr´ees

w − lim
N

1

N1/p′

N−1∑
m=0

Xm = X, avec 1/p+ 1/p′ = 1 ,

où X est une variable de d´ecision de coˆut égalàMp
0,σ p(X0)

.

3.5. TRANSFORMÉE DE CRAMER

La transformée de Cramer d´efinie par (C def= F ◦ log◦L, oùL désigne la
transformée de Laplace) transforme les mesures de probabilit´es en fonction
convexes et les convolutions en inf-convolutions :

C( f ∗ g) = C( f ) ? C(g).
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TABLEAU 1. Propriétés de la transform´ee de Cramer.

M C(M)

µ ≥ 0 c convex l.s.c.

m0
def= ∫ dµ = 1 infx c(x) = 0

m0 = 1, m
def= ∫ xdµ c(m) = 0

m0 = 1, m2
def= ∫ x2dµ c′′(m) = 1/σ 2

σ 2 = m2−m2

1
σ
√

2π
e−

1
2(x−m)2/σ 2 M2

m,σ

distrib. stables Mp
m,σ

Elle convertit donc l’addition de variables al´eatoires ind´ependantes en l’ad-
dition de variables de d´ecision indépendantes. Elle joue un rˆole important
en mécanique statistique. Dans la table 1 on donne quelques unes de ses
propriétés.

4. CHAÎNES DE BELLMAN

Les chaˆınes de Bellman correspondent aux chaˆınes de Markov. L’analo-
gue des ´equations de Kolmogorov sont les ´equations de la programmation
dynamique beaucoup ´etudiées par Bellman et qui sont des versions discr`etes
deséquations d’Hamilton-Jacobi.

DÉFINITION 4.1. Une chaˆıne de Bellman homog`ene en temps, prenant un
nombre fini de valeurs, est d´efinieà partir du triplet(E,C, φ) où

1. E un ensemble fini appel´e espace d’´etat poss´edantE éléments,
2. C : E × E 7→ R satisfaisant infy Cxy = 0 appelé coût de transition,
3. φ une mesure de coˆut surE appelé coût initial,

commeétant la suite de variables de d´ecision{Xn} (sur{U,U,C} à valeurs
dansE), telle que

cX(x0, x1, . . . ) = φx0 +
∞∑

i=0

Cxi xi+1 , ∀x = (x0, x1, · · · ) ∈ EN.

THÉORÈME 4.2. Une chaˆıne de Bellman v´erifie la propriété de Markov sui-
vante

M{ f (Xn) | X0, . . . , Xn−1} =M{ f (Xn) | Xn−1} ,
pour toute fonctionf deE dansR.

L’analogue de l’équation de Kolmogorov en avant permet de calculer
récursivement le coˆut marginal d’être dans un ´etatà un instant donn´e.
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THÉORÈME 4.3. Le coût marginalwn
x = C(Xn = x) de la chaˆıne de Bell-

man est donn´e par

wn+1 = wn ⊗ C
def= min

x∈E
(wn

x + Cx.), w
0 = φ .

Le coût d’une chaˆıne de Bellman est normalis´e ce qui signifie que son
infimum sur l’ensemble des trajectoires est 0. Dans certaines applications
on aimerait enlever cette restriction. On peut le faire en introduisant l’ana-
logue des fonctionnelles multiplicatives des trajectoires d’un processus sto-
chastique.

THÉORÈME 4.4. La valeur

vn
x

def= M
{

N−1∑
k=n

f (Xk)+9(XN) | Xn = x

}
avec f,9 ∈ RE

peutêtre calculée récursivement par

vn = F ⊗ C ⊗ vn+1 = f. +min
y
(C.y + vn+1

y ), vN = 9 ,

où F = diagf est définie parFxy = fx si x = y et+∞ sinon.



CHAPITRE 3

COMMANDE OPTIMALE STOCHASTIQUE

1. INTRODUCTION ET EXEMPLES

Etant donn´ee une chaˆıne de Markov de matrice de transition d´ependant
d’un paramètre appel´e commande, une observation ne d´ependant que de
l’ état de la chaˆıne de mani`ere markovienne, un crit`ere qui est une fonction-
nelle de la trajectoire de cette chaˆıne, le problème consiste `a rechercher la
commande ne d´ependant que des observations pass´ees réalisant le minimum
du critère. Pour illustrer ce type de probl`emes prenons quelques exemples.

1.1. GESTION D’ UN STOCK D’ EAU

Etant donn´e le barrage d´ecrit au chapitre pr´ecédent, on consid`ere la po-
litique de gestion suivante :

Zn =
{

1 si Xn > a ,
0 si Xn ≤ a ,

où a est un param`etre ou une fonction du temps `a optimiser. La matrice de
transition de la chaˆıne de Markov a alors la mˆeme structure que pr´ecédem-
ment. Si l’on désigne parcZn

Xn l’ énergie produite chang´ee de signe, lorsque
le stock est dans l’´etat Xn et que l’on a turbin´e Zn. Le critèreà optimiser
s’écrit :

min
a
E

{
N−1∑
n=0

cZn

Xn|X0 = x

}
.

Dans cet exemple :

• l’ état est la variable al´eatoireXn,
• l’observation est ´egaleà Xn,
• la commande est le param`etrea.

1.2. PROBLÈME DE MAINTENANCE

On considère un mat´eriel susceptible de tomber en panne : L’´etat de
fonctionnement est not´e M, se panne est not´e M .

Ce matériel est caract´erisé par son ˆagex — temps pass´e depuis son der-
nier remplacement. On supposera que tout mat´eriel d’âgeN est remplac´e. A
chaque instant un mat´eriel d’âgex a une probabilit´eλx de tomber en panne
croissante avec son ˆage. A chaque instant on a la possibilit´e de remplacer
ou de conserver ce mat´eriel.

45
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L’ état du syst`eme sera la variable al´eatoire pouvant prendre une des va-
leursM ,1,2,· · · , N indiquant que le mat´eriel est en panne (M), ou donnant
sonâge pouvant prendre les valeurs{1,2, · · · ,N}.

Pour ce syst`eme on peut supposer observer l’´etat1.
La commandeu est la décision de remplacement :u = 1 indique le

remplacement,u = 0 le non remplacement.
La matrice de transition de la chaˆıne de Markov d´ecrivant l’évolution de

l’ état s’écrit alors :

Mu =


0 1 0 · ·
pu

1 qu
1 r u

1 0 ·
pu

2 qu
2 0 r u

2 ·
· · · · ·
0 1 0 · ·

 ,

où p0
x = λx, p1

x = 0, q0
x = 0, q1

x = 1, r u
x = 1− pu

x − qu
x .

Et donc la matrice de transition d´epend du param`etre de commandeu.
On associe un coˆut au fonctionnement du syst`eme constitu´e de la

somme du coˆut de remplacement du mat´eriel et d’un coˆut de défaillance
ayant lieu lorsque le syst`eme est `a l’arrêt:

cu
x = cu + dx ,

avec :

cu =
{

k1 suru = 1 ,
0 ailleurs ,

dx =


0 si x = 1,2, · · · ,N − 1 ,
k2 si x = M ,

k1 si x = N .

Le problème de commande consiste alors `a minimiser, par exemple, le coˆut
actualisé du fonctionnement du syst`eme c.a.d. :

min
u
E
+∞∑
n=0

1

(1+ λ)n+1
(cUn + dXn) ,

λ étant un nombre positif repr´esentant un taux d’actualisation.

2. FORMULATION PRÉCISE DU PROBL̀EME

On se donne la chaˆıne de Markov(T ,E,F ,G ,Muy, p0, cuy) com-
mandée et observ´ee avec :
• un tempsn ∈ T = N ;
• un espace d’´etatE = {1,2, · · · , E} ;
• un espace de sortiesG = {1,2, · · · ,G} ;
• un espace d’entr´eeF = {1,2, · · · , F} ;

1Ce n’est pas toujours le cas, par exemple, pour un mat´eriel de sécurité qui en général
ne marche pas sauf s’il y a un incident, on est incapable, en dehors des instants de test, de
savoir avec certitude s’il est en ´etat de fonctionnement.
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• une famille de matrices de probabilit´e de transition deE → E notée
{Muy,u ∈ F , y ∈ G} qui s’interprète comme la probabilit´e d’aller
d’un étatà un autre et d’observery si l’on prend la décisionu ;
• p0 une loi de probabilit´e surE × G appelée loi initiale ;
• une famille de coˆuts instantan´escuy : E → R+, u ∈ F , y ∈ G .

On appelle :

• Xn ∈ E l’ état du syst`emeà l’instantn ;
• Yn ∈ G l’observation du syst`emeà l’instantn ;
• Un ∈ F la commande `a l’instantn .

On note(Xn ∈ E, Un ∈ F , Yn ∈ G,n ∈ T ) le processus canonique
correspondant o`u la seule contrainte impos´ee à (Un) est de ne d´ependre
que du pass´e des observations. On a alors la mesure de probabilit´e P du
processus d´efinie par :

P((x, y,u)0, (x, y,u)1, (x, y,u)2, · · · ) =

p0y0

x0 ρ
0y0u0

mu0 y1

x0x1ρ
1y0y1u1

mu1 y2

x1x2ρ
2y0y1y2u2

mu2 y3

x2x3 · · ·
où lesρ i définissent la loi de probabilit´e de la commande qu’il faut optimi-
ser.

On appelleR l’ensemble des strat´egies c.a.d. des suites(ρn)n∈T . Si
chaque mesureρn est concentr´ee en un point deF on dira que la strat´egie
est déterministe — l’ensemble de telles strat´egies sera not´eS— dans le cas
contraire la strat´egie est qualifi´ee de relax´ee.

Le problème de commande optimale consiste alors `a minimiser le coˆut
de fonctionnement du syst`eme sur une p´eriode finie ou infinie — le mini-
mumétantà prendre dans la classeR ou dans une sous classe deR— c.a.d.
résoudre des probl`emes du type :

min
ρ∈R

E
N−1∑
n=0

cUnYn

Xn ,

où N, fini ou infini, est appel´e l’horizon du problème.

REMARQUE 2.1. La recherche de l’optimum dansR est l’objectif princi-
pal de la commande optimale. Cependant cet optimum est souvent difficile
voir pratiquement impossible `a atteindre. On est alors conduit `a étudier des
cas particuliers plus faciles, ou `a restreindre la classe des strat´egies dans
laquelle on optimise — on parlera alors de commandes sous-optimales.

Dans la suite nous ´etudierons surtout le cas particulier important appel´e
problème en observation compl`ete, cas o`u Xn = Yn. On montrera alors que
l’on ne perd rien `a optimiser dans la classe des boucles ferm´ees sur l’état —
feedback en anglais ou parfois politique markovienne — c’est `a dire dans
l’ensemble des fonctions d´eterministes de l’espace d’´etat dans l’espace de
commande :

SF = {s= (sn : E → F)n∈T } .
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Dans de nombreux probl`emes pratiques mˆeme ce cas particulier est “im-
possible”à résoudre. En effetE est souvent du typemk — k est la dimen-
sion du sytème — et donc peut atteindre des tailles astronomiques. La seule
mémorisation de la commande optimale est alors hors d’atteinte. On est
conduit, pour ´eviter cette difficulté, à optimiser dans une classe plus res-
treinte, par exemple la classe des boucles ouvertesSO — open loop. C’est
le cas o`u l’observation est videG = ∅. La commande est alors une fonction
du temps seul :

SO = {u = (un ∈ F)n∈T } .
On parle parfois de feedback a priori lorsque l’on s’est ramen´e à la si-

tuation de la boucle ouverte en faisant un changement de variable sur la
commande. La classe de strat´egies est alors de la forme :

SF P = {a = (an ∈ A, un = san

x , s : A× E → F donné)n∈T } .
Lorsqu’on connait la forme du feedback optimal, cette fac¸on de poser le
problème peut conduire `a de grosses ´economies en temps de calcul `a condi-
tion, bien sûr, de disposer d’une m´ethode efficace de r´esolution du probl`eme
de commande en boucle ouverte correspondant.

Dans la suite de ce chapitre nous ´etudierons le probl`eme en observation
complète dans trois situations :

• problème en horizon fini :

min
s∈S
E

{
N−1∑
n=0

cnUn

Xn + φXN

}
,

où φ est un coˆut particulier appel´e coût final;
• problème en horizon infini avec un coˆut actualisé :

min
s∈S
E
+∞∑
n=0

1

(1+ λ)n+1
cUn

Xn ;

• problème en horizon infini avec un coˆut non actualis´e :

min
s∈S

lim
λ→0

E
+∞∑
n=0

λ

(1+ λ)n+1
cUn

Xn ;

problème qui a mˆeme solution que :

min
s∈S

lim
N→∞

E
1

N

N−1∑
n=0

cUn

Xn .

3. PROGRAMMATION DYNAMIQUE EN HORIZON FINI

Nous nous int´eressons dans ce paragraphe `a l’optimisation, d’un
système régi par une chaˆıne de Markov, sur une p´eriode de gestion finie
de N étapes. Nous ´elargirons les hypoth`eses du paragraphe pr´ecédent au
casF compact. Nous nous plac¸ons dans le cas d’observation compl`ete —
dans ce cas puisque l’observation est ´egaleà l’étatMux′

xx′ est notéeMu
xx′ . On
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accepte dans ce paragraphe que la matrice de transition et le coˆut dépendent
du temps — nous les notons alors respectivementMnu et cnu, n ∈ T . Le
théorème suivant permet de calculer par r´ecurrence arri`ere la strat´egie opti-
male. L’équation correspondante est appel´eeéquation de la programmation
dynamique ou de Bellman ou d’Hamilton-Jacobi-Bellman dans le contexte
de la commande d’´equations différentielles. Elle joue le rˆole de l’équation
de Kolmogorov pour les probl`emes de commande stochastique.

THÉORÈME 3.1. Sous les hypoth`eses :

• F compact,
• u→ (Mnu, cnu) continue pour toutn ∈ T ,

la solution de :{
vn

x = minu∈F {(Mnuvn+1)x + cnu
x }

vn
x = φx

∀x ∈ E , (3.1)

donne le coˆut optimal :

vn
x = min

S∈S
E

{
N−1∑
j=n

cjU j

X j + φXN |Xn = x

}
,

et les applications:

sn : x→ u∗ ∈ arg min
u∈F
{(Mnuvn+1)x + cnu

x } (3.2)

définissent une strat´egie en boucle ferm´ee optimale dans la classeS.

PREUVE. Par récurrence r´etrograde il est clair que (3.1) admet une solu-
tion, montrons qu’elle est optimale. Soit(vn) solution de (3.1), soitν = (νn)

une strat´egie dansS on a :

Enν (vn+1
Xn+1 − vn

Xn) = (Mnνn
vn+1 − vn)Xn ,

où Enν désigne l’esp´erance conditionnelle connaissant les ´etats réalisés
jusqu’à l’instantn, pour la mesure de probabilit´e construite `a partir de la
stratégieν. En sommant les ´egalités précédentes et en prenant l’esp´erance
conditionnelle par rapport `a la connaissance de l’´etatà l’instant 0, on ob-
tient :

E0νvN
XN − v0

x0
= E0ν

N−1∑
n=0

(vn+1
Xn+1 − vn

Xn) ,

= E0ν
N−1∑
n=0

(Mnνn
vn+1 − vn)Xn ,

≥ −E0ν
N−1∑
n=0

cnνn

Xn grâceà (3.1),

et donc

v0
x0 ≤ E0ν

{
N−1∑
n=0

cnνn

Xn + φXn

}
, ∀ν ∈ S .
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De plus, par un raisonnement analogue, en faisant jouer le rˆole deν à la
stratégie (3.2), on montre l’´egalité pour la strat´egie définie par (3.2).

REMARQUE 3.2. On a montr´e que dans le cas o`u on observe l’´etat il existe
une strat´egie optimale pour la classe de strat´egiesS ne dépendant que de
l’ état présent donc appartenant `aSF . Si l’on avait formulé le problème ini-
tial d’optimisation dansR le feedback d´efini par (3.2) serait encore optimal.

4. PROGRAMMATION DYNAMIQUE COÛT ACTUALISÉ

On s’intéresse dans ce paragraphe au probl`eme de la commande opti-
male d’une chaˆıne de Markov en horizon infini, pour un coˆut actualisé, dans
le cas où l’observation est compl`ete. L’actualisation du coˆut permet de g´erer
l’importance relative des ´evènements `a court et long terme tout en condui-
santà la résolution d’une ´equation de la programmation dynamique station-
naire. Des m´ethodes it´eratives permettent de calculer sa solution avec un
coût de calcul bien moindre que celui n´ecessaire pour r´esoudre le probl`eme
en l’horizon fini correspondant.

Nous donnerons deux m´ethodes de r´esolution de l’équation de la pro-
grammation dynamique : l’it´eration sur les valeurs, l’it´eration sur les po-
litiques. Pour cela nous commenc¸ons par caract´eriser la politique optimale
comme solution d’´equation de la programmation dynamique.

THÉORÈME 4.1. Sous les hypoth`eses :

• F compact,
• u→ (Mu, cu) continue,
• cu

x ≥ 0 , ∀u ∈ F , ∀x ∈ E ,
• λ > 0 ,

en notantAu = Mu − I , v solution unique de :

min
u∈F
{[(Au − λ)v]x + cu

x} = 0 , ∀x ∈ E , (4.1)

est le coût optimal

vx = min
s∈S
E

{+∞∑
n=0

1

(1+ λ)n+1
cUn

Xn |X0 = x

}
.

De plus

s : x→ u∗ ∈ arg min
u∈F
{(Auv)x + cu

x} (4.2)

définit une strat´egie optimale dans la classeS. Cette strat´egie est marko-
vienne c.a.d.∈ SF .

PREUVE. EXISTENCE D’ UNE SOLUTION DE(4.1). On construit la so-
lution au moyen de l’une des deux it´erations suivantes :

ITÉRATION SUR LES VALEURS

vn+1
x = 1

1+ λ min
u∈F
{(Muvn)x + cu

x} (4.3)
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cette itération enn est contractante car lesMu sont des matrices stochas-
tiques donc de norme inf´erieure ou ´egaleà 1.

ITÉRATION SUR LES POLITIQUES OU ALGORITHME DEHOWARD

• ETAPE 2n− 1. A une strat´egiesn on associevn solution de:

(Asn − λ)vn + csn = 0 .

Cette solution existe et est unique puisqueAsn − λ est inversible car
A est le générateur d’une chaˆıne de Markov etλ > 0 et donc toutes
les valeurs propres deAsn − λ sont strictement n´egatives.
• ETAPE 2n. A un coût vn on associe une nouvelle strat´egiesn+1 : x ∈
E → un+1 où:

un+1 ∈ arg min
u∈F
{[(Au − λ)vn]x + cu

x} ,

qui a bien un sens puisqueF est compact etu→ (Au, cu) est conti-
nue.

On s’intéresse seulement `a l’it ération sur les politiques. On a construit
par cette m´ethode d’itération sur les politiques deux suites(vn)n∈N, (sn)n∈N.
On va montrer quevn est une suite d´ecroissante positive qui admet une
limite solution de l’équation de la programmation dynamique. Dans la suite
on noteraAn = Asn − λ, cn = csn

.

• LA SUITE vn EST≥ 0 . On le voit grâceà l’interprétation stochas-
tique devn. Montrons leégalement d’un point de vue analytique.
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Alors minx v

n
x < 0. Pour un

x réalisant le minimum on aurait `a cause du principe du minimum
strictement n´egatif (Anvn)x > 0 et commecn

x ≥ 0 on a une contra-
diction.
• LA SUITE vn EST DÉCROISSANTE. En effet on a :

Anvn + cn = 0 .

Par différence entre deux ´equations successives on obtient :

Anvn − An+1vn+1 + cn − cn+1 = 0 ,

An+1(vn − vn+1)+ (An − An+1)vn + cn − cn+1 = 0 ,

et donc grâce aux ´etapes (2n) de l’algorithme, on a :

An+1(vn − vn+1) ≤ 0 .

Enfin par le même raisonnement que celui qui nous a permis de mon-
trer la positivité devn, on a :

vn − vn+1 ≥ 0⇒ vn ≥ vn+1 .

• LA LIMITE DE vn EST SOLUTION. La suitevn est décroissante mi-
norée, elle est donc convergente, notonsv∗ sa limite. L’ensembleF
étant compact l’ensemble des strat´egies est compact comme produit
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d’un nombre fini de compacts. Il existe donc une sous suite conver-
gente(sn′). Notonss∗ sa limite. Les hypoth`eses de continuit´e entraine
queAn′ → A∗ et cn′ → c∗ avecA∗ = As∗ − λ et c∗ = cs∗. Puisque :

(An′vn′−1+ cn′)x ≤ ((Au − λ)vn′−1+ cu)x, ∀u ∈ F , ∀x ∈ E ,
et

An′vn′ + cn′ = 0 ,

on a

0= A∗v∗ + c∗ ≤ (As − λ)v∗ + cs, ∀s ∈ SF .

Ce qui démontre l’existence d’une solution `a l’équation de la pro-
grammation dynamique.

UNICITÉ DE LA SOLUTION DE (4.1). S’il y avait deux solutionsv1 et
v2 avecs1 ets2 deux strat´egies optimales correspondantes, on auraitA1v1+
c1 ≤ A2v1 + c2. PuisqueA1v1 + c1 − A2v2 − c2 = 0 se réécrit A2(v1 −
v2) + (A1 − A2)v1 + c1 − c2 = 0 on aA2(v1 − v2) ≥ 0 en effet(A1 −
A2)v1 + c1 − c2 ≤ 0. On en d´eduit quev1 − v2 ≤ 0 par le principe du
maximum discret v´erifıé par A2 ou par l’interprétation probabiliste de la
solution d’uneéquationA2v+d = 0, d ≤ 0. Par sym´etrie du raisonnement
on montrev2− v1 ≤ 0. Et donc on av1 = v2.

INTERPŔETATION STOCHASTIQUE. Il nous reste `a monter quev solu-
tion de (4.1) est le coˆut du problème de commande optimale stochastique.
Soitν une strat´egie qcq∈ S en notantρ = 1+ λ on a :

Enν

{
1

ρn+1
vXn+1 − 1

ρn
vXn

}
= 1

ρn+1
(Mνn

v − ρv)Xn ,

= 1

ρn+1
((Aν

n − λ)v)Xn ,

≥ − 1

ρn+1
cν

n

Xn ,

et donc

E0ν
+∞∑
n=0

{
1

ρn+1
vXn+1 − 1

ρn
vXn

}
= −vX0 ,≥ −E0ν

∞∑
n=0

1

ρn+1
cν

n

Xn ,

et donc

vX0 ≤ E0ν
+∞∑
n=0

1

ρn+1
cν

n

Xn, ∀ν ∈ S ,

et comme on a l’´egalité pour la strat´egie définie par (4.1), on a montr´e le
théorème.
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5. PROGRAMMATION DYNAMIQUE ERGODIQUE

Onétudie le probl`eme de commande dans le cas ergodique sous l’hypo-
thèse d’irréductibilité de la chaˆıne de Markov quelque soit la strat´egie
adoptée dansSF . On montre l’existence d’une solution `a équation de la
programmation en adaptant l’it´eration sur les politiques `a cette situation.

THÉORÈME 5.1. Sous les hypoth`eses:

• F compact,
• u→ (Mu, cu) continue,
• la chaˆıne de Markov est irr´eductible pour touts ∈ SF ,
• c ≥ 0 ,

il existe une solution(v,w) à :

min
u
{(Auv)x + cu

x} − w = 0, ∀x ∈ E . (5.1)

De plusw ∈ R est unique etv : E → R est définieà une constante pr´es. La
constantew s’interprète comme:

w = min
S∈SF

lim
λ→0

{+∞∑
n=0

λ

(1+ λ)n+1
cUn

Xn

}
. (5.2)

PREUVE. EXISTENCE D’ UNE SOLUTION DE (5.1). L’idée d’itération
sur les valeurs peut ˆetre adapt´eeà cette situation. Nous ne le ferons pas ici.
Nous discutons uniquement de l’it´eration sur les politiques. On construit
donc les suites(sn)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N de la façon suivante :

• ETAPE 2n − 1 : sn → (vn,wn) solution deAsn
vn + csn − wn = 0

qui existe et qui est unique (si l’on imposevn ∈ R(Asn
)) grâce aux

résultats de l’´etude des chaˆınes de Markov dans le cas ergodique;
• ETAPE 2n :

(vn,wn)→ sn+1 : x→ un+1 ∈ arg min(Auv + cu)x .

Etudions maintenant cette suite en utilisant des notations analogues `a celles
du paragraphe pr´ecédent.

• LESwn SONT POSITIFS. S’il en était autrement on auraitwn < 0 qui
impliquec−wn > 0 et doncAnvn < 0. Or on a

x ∈ arg min
x∈E

vn
x ⇒ (Anvn)x ≥ 0

grâce au principe du minimum ce qui induit une contradiction.
• LES CONSTANTESwn SONT DÉCROISSANTES. En effet on a:

Anvn + cn − wn = An+1vn+1 + cn+1 − wn+1 = 0 ,

et donc

(An − An+1)vn + cn − cn+1

+An+1(vn − vn+1)−wn + wn+1 = 0 ,
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et donc

An+1(vn − vn+1)− wn + wn+1 ≤ 0 ,

et donc le mˆeme raisonnement que celui prouvant la positivit´e dewn

montre que :

wn − wn+1 ≥ 0⇒ wn ≥ wn+1 .

• PASSAGE À LA LIMITE SUR L ’ INDICE D’ ITÉRATION n. On aun ∈ F
compact, il existe donc une sous suite(sn′) convergente. Notonss∗

sa limite. Le lieu du spectre deAs, s ∈ SF est compact puisqueu→
λAs , où λ désigne une valeur propre, est continue et que l’ensemble
des strat´egies est compact. Et donc, puisque∀s ∈ SF les chaˆınes de
Markov sont irréductibles, il existe un voisinage de 0 dans le plan
complexe ne contenant aucune autre valeur propre deAs que 0,∀s ∈
SF . Donc en utilisant la semi-simplicit´e de la valeur propre 0, il existe
k réel positif :

‖An|−1
R(An)‖ ≤ k

oùR(An) désigne l’image deAn. La suite(vn) reste donc born´ee.
Il existe donc une sous-suite not´een” telle que:

An”+1 → A∗ ,
vn” → v∗ ,

vn”+1 → v∗∗ ,

wn”+1 → w∗ ,
wn” → w∗ ,

cn”+1 → c∗ .

On a alors

An”+1vn”+1 + cn”+1 − wn”+1 = 0 ,

An”+1vn” + cn”+1 ≤ Asvn” + cs, ∀s ∈ SF .

En passant `a la limite surn” on obtient :

A∗v∗∗ + c∗ − w∗ = 0 ,

A∗v∗ + c∗ ≤ Asv∗ + cs, ∀s ∈ SF ,

A∗v∗ + c∗ − w∗ ≤ 0 ,

et donc en notant̃v = v∗ − v∗∗:
A∗ ṽ ≤ 0 .

Montrons queA∗ ṽ = 0. Si x désigne un indice∈ E où ṽ atteint son
minimum(A∗ṽ)x ≥ 0 et donc

(A∗ ṽ)x = 0 , (5.3)
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ce qui n’est possible que siṽ est constante car (5.3) siginifie que
vx est une moyenne pond´erée de ses points voisins, et commex est
le minimum, les points voisins ont la mˆeme valeur et de proche en
proche en utilisant l’irr´eductiblité de la chaˆıne de Markov on ob-
tient :

A∗ṽ = 0 .

Et donc on a

min
u
{(Auv∗)x + cu

x} = w∗ ,
d’où l’existence.

UNICITÉ DE w. Supposons qu’il existe deux solutionsw1 etw2 on en
déduit, en réutilisant les raisonnements pr´ecédents, que

A2(v1− v2)− w1+ w2 ≥ 0⇒ w1− w2 ≤ 0 ,

et par sym´etriew2− w1 ≤ 0 d’où l’unicité.
INTERPŔETATION STOCHASTIQUE DEw. Soitν une commande quel-

conque∈ SF , p∞ la mesure invariante associ´ee, on a :

p∞Mν = p∞, et doncp∞Aν = 0 .

Si v etw désigne la solution de (5.1) on a donc

(Aνv, p∞) = 0 .

Mais p∞ ≥ 0 et donc grˆaceà (5.1) on a

0= (Aνv, p∞) ≥ (w− cν, p∞) ,

et doncw ≤ (cν, p∞).
On montre par un raisonnement analogue que l’´egalité est atteinte pour

une strat´egie vérifiant:

s ∈ arg min{Auv + cu} .
Les résultats du paragraphe sur la th´eorie ergodique des chaˆınes de Mar-

kov donnent alors l’interpr´etation souhait´ee.

6. COMMANDE EN INFORMATION INCOMPLÈTE

Nousétudions ici le probl`eme de la commande optimale de chaˆıne de
Markov dans le cas o`u on n’observe pas directement l’´etat mais seule-
ment une fonction statique de l’´etat à valeurs dans un ensemble fini.
Nous commenc¸ons par donner l’´equation de filtre optimal c.a.d. l’´equation
régissant l’évolution de la loi conditionnelle de l’´etat connaissant le pass´e
des observations. Nous donnons ensuite l’´equation de la programmation dy-
namique du probl`eme en information incompl`ete. L’ étatà mémoriser pour
résoudre le prob`eme d’optimisation n’est plus l’´etat du syst`eme mais la loi
conditionnelle de l’état connaissant le pass´e des observations.
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6.1. FILTRAGE OPTIMAL

Nous recherchons le meilleur estim´e deXn, état d’une chaˆıne de Mar-
kov non command´e, connaissant le pass´e des observationsY0, Y1, · · · , Yn.
Pour cela, on se donne une chaˆıne de Markov observ´ee, c.a.d. le 5-uple :

(T ,E,G ,My, p0) ,

où

• T ,E,G ont la même signification que pr´ecédemment;
• p0 est une loi initiale surE × G ;
• My

xx′ représente la probabilit´e de transiter de l’´etat x à l’état x′ et
d’observery.

La probabilité d’une trajectoire est alors donn´ee par :

P((x0, y0), (x1, y1), · · · , (xn, yn)) = p0y0

x0

n−1∏
i=0

Myi+1

xi xi+1 . (6.1)

On calcule alors la loi conditionnelle :

qn
x = P(Xn = x|Y0 = y0, · · · ,Yn = yn) .

THÉORÈME 6.1. La loi conditionnelle de l’´etat de la chaˆıne de Markov
vaut :

qn = p0y0 ∏n
i=1 Myi

p0y0∏n
i=1 Myi 1

. (6.2)

PREUVE. On calcule la loi marginale de(y0, · · · , yn, xn) :∑
xi

i=0,··· ,n−1

[
p0y0

x0

n−1∏
i=0

Myi+1

xi xi+1

]
=
[

p0
n∏

i=1

Myi

]
xn

. (6.3)

La loi qn est obtenue en normalisant la formule pr´ecédente de fac¸on à en
faire une loi de probabilit´e enx donc en la divisant par :

p0
n∏

i=1

Myi
1 .

REMARQUE 6.2. Le numérateur appel´e équation du filtre non normalis´e
satisfait l’équation récurrente lin´eaire :

r n+1 = r nMyn+1 ,

r 0 = p0 .

L’ équation du filtre est alors donn´ee par :

qn = r n

(r n,1)
.
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Si la chaˆıne de Markov aE états,qn est un processus al´eatoire de sauts
vivant dans le simplexe :

ZE =
{

x |
n∑

i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, · · · ,n
}
.

Ses sauts sont d´efinis par :

q→ qMy

qMy1
avec la probabilit´eqMy1 .

6.2. EQUATION DE LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE

Nous nous plac¸ons maintenant dans le cadre g´enéral d’une chaˆıne de
Markov command´ee en observation incompl`ete. Nous nous donnons donc
le 7-uple:

(T ,E,F ,G ,Muy, p0, cuy)

L’ état à mémoriser pour pouvoir appliquer la programmation dynamique
est la loi conditionnelle de l’´etat connaissant le pass´e des observations. La
récurrence en temps devient alors∀q ∈ ZE:

vn(q) = min
u∈F

∑
y∈G

{
vn+1

[
qMuy

qMuy1

]
qMuy1+ (q, cuy)

}
.

L’argument du minimum donne une fonction deq qui est une fonction des
observations par l’interm´ediaire du filtre optimal.

On remarque que la r´esolution de cette ´equation est d’un ordre de gran-
deur plus difficileà résoudre que l’´equation de la programmation dyna-
mique dans le cas de l’observation compl`ete. En effet si dans ce dernier cas
l’ état est fini de cardinalit´e E, dans le cas de l’observation incompl`ete il est
de dimensionE − 1. La discrétisation de cet espace enn points sur chaque
dimension conduit `a une autre chaˆıne de Markov dont l’´etat est de cardina-
lit é nE−1. Cette complexit´e est tellement grande que cette approche est, en
général, sans int´erêt pratique.

7. RÉALISATION ET IDENTIFICATION

Pour pouvoir faire de la commande il faut connaˆıtre la loi de la chaˆıne
de Markov. Or bien souvent on ne la connaˆıt pas. Par contre on observe
souvent une trajectoire d’un processus que l’on aimerait bien mod´eliser par
une chaˆıne de Markov. C’est le probl`eme de l’identification. Nous donnons
deux résultats : le premier est un r´esultat purement alg´ebrique donnant la
cardinalité de l’espace d’´etat dans le cadre le plus g´enéral, le second est
intéressant pratiquement, bien que trivial, il donne un estimateur de la ma-
trice de transition. Ce dernier n’est valable que dans le cas particulier de
l’observation compl`ete.
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7.1. ŔEALISATION D’ UNE CHAÎNE DE MARKOV

On suppose avoir observ´e ou connaˆıtre la probabilité de séquences d’ob-
servations de longueurs qcq. On recherche une chaˆıne de Markov observ´ee
ayant un nombre fini d’´etats :

(T ,E,G,My, p0)

capable d’expliquer cette loi de probabilit´e. Pourétudier ce probl`eme il est
commode d’utiliser les notations de la th´eorie des langages. On consid´ere
le mono¨ıde des motsA? sur l’alphabetA. Par exemple :

a = αβγ γ ∈ A? siA = {α,β, γ } .
On suppose connue la loi de probabilit´eP deYn c.a.d. qu’à chaquea ∈ A?
on sait associer sa probabilit´e que l’onécrira< P,a >.

Se donnerP est équivalentà se donner la s´erie génératice not´ee P
définie par :

P =
∑
a∈A?

< P,a > a .

Le problème pos´e revient alors au probl`eme de la r´ealisation de cette s´erie
P qui peutêtre vue comme l’analogue dans ce contexte de la r´eponse im-
pulsionnelle de la th´eorie des syst`emes linéaires. On peut consid`erer alors
la matrice de Hankel associ´eeà P définie par

Ha,b =< P,ab>, ∀a,b ∈ E? ,
ab désigne la concat´enation des deux motsa,b. Le problème de trouver
la chaˆıne de Markov de taille minimale (E) reste un probl`eme ouvert. On
dispose n´eanmoins du r´esultat suivant :

THÉORÈME 7.1. Le rang de la matrice de Hankel d’une chaˆıne de Markov
observée vérifie :

Rg(H) ≤ E .

PREUVE. On supposera ici pouvoir ´ecrire p0y0
sous la formep0My0

pour un certainp0. Si P est la série génératrice d’une chaˆıne de Markov
alors la matrice de Hankel dont les ´eléments sont:

Ha,b = p0
∏
α∈a

Mα
∏
β∈b

Mβ1

se factorise donc sous la forme

OC ,
oùO est une matrice(∞, E) dont la ligne d’indexa vaut :

Oa = p0
∏
α∈a

Mα, ∀a ∈ A? ,

et où C est une matrice(E,∞) dont la colonne d’indexb vaut :

Cb =
∏
β∈b

Mβ1, ∀b ∈ A? .
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On a donc montr´e le rang deH est plus petit queE.

REMARQUE 7.2. La réciproque est un probl`eme ouvert : sin = rg(H)
on sait trouver des matricesMy de rangn réalisant la s´erie génératriceP
mais on ne sait pas les r´ealiser avec des matrices qui sont des matrices de
transition de chaˆınes de Markov.

7.2. IDENTIFICATION D’ UNE CHAÎNE DE MARKOV DONT ON OBSERVE

L’ ÉTAT

Ce problème est tr`es simple. On consid`ere la chaˆıne de Markov :

(T ,E,M, p0)

On observe une trajectoire de l’´etat(Xn, n ∈ T ) pendant un tempsT fini,
on veut estimerM.

Pour cela notons :
• NT

x le nombre de fois o`u Xn passe parx,
• NT

xy le nombre de fois o`u Xn fait la transitionxy.

THÉORÈME 7.3. Si la chaˆıne de Markov est irr´eductible l’estimateur :

M̂xy =
NT

xy

NT
x

, ∀x, y ∈ E ,
est un estimateur convergent, lorsqueT →∞, asymptotiquement optimal.
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CHAPITRE 4

PERTURBATION ET AGR ÉGATION

1. INTRODUCTION ET EXEMPLES

1.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre on introduit de la structure sur la chaˆıne de Markov de
façon à diminuer la complexit´e de la résolution des ´equations de Kolmogo-
rov. On suppose que la matrice de transitionMε dépend d’un param`etreε
et que la matriceM0 a une structure bloc-diagonale. Si on ´etudie la chaˆıne
sur un horizon d’ordre 1 les termes en dehors des blocs diagonaux sont
négligeables et le probl`eme se d´ecompose en sous probl`emes ind´ependants
de la taille de ces blocs. Par contre lorque l’ on s’int´eresse `a des hori-
zons de l’ordre de 1/ε, même pour obtenir les termes d’ordre 1 dans un
développement enε, on ne peut plus n´egliger les transitions d’ordreε. Le
but de ce chapitre est d’´etudier ce genre de ph´enomène y compris pour
les probèmes de commande optimale. On retrouve ici — dans le cadre des
chaı̂nes de Markov — des ph´enomènes connus en m´ecanique c´eleste depuis
fort longtemps — Gauss s’´etait déjà intéréssé au sujet.

1.2. GESTION DE ŔESERVOIRS

Dans les probl`emes de gestion de r´eservoirs ce ph´enomène apparaˆıt dans
le cas de barrages ayant plusieurs constantes de temps. Par exemple un gros
stock et un petit stock en aval disposant des moyens de turbinage du mˆeme
ordre de grandeur que le gros. Une autre situation de ce type apparait si
l’on considère une gestion annuelle d’un gros r´eservoir face `a une demande
fluctuanteà l’échelle de la journ´ee ou de la semaine.

1.3. FIABILIT É

Dans les probl`emes de fiabilit´e les taux de panne ne sont pas du mˆeme
ordre de grandeur que les taux de marche. De plus on s’int´eresse ici au
système sur un temps long. Dans cet exemple la chaˆıne comporte d’ ´etats
transitoires — situation plus compliqu´ee que nous n’aborderons pas dans
toute sa g´enéralité.

2. CHAÎNES DE MARKOV PERTURBÉES

Etant donn´e un param`etreε destiné à être petit, on suppose que la ma-
trice de transition de la chaˆıne de markov a des probabilit´es de transition
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de deux ordres de grandeur, les unes de l’ordre 1, les autres d’ordreε. Plus
précisément on consid`ere la chaˆıne de Markov :

(T , E,Mε , c,µ)

où :

• ε ∈ R+ un petit param`etre;
• E désigne l’espace d’´etat;
• Mε la matrice de transition de la chaˆıne de Markov v´erifie :

Mε − I = B + εA ,

avec B [resp. A] ayant ses termes hors diagonaux tous positifs, la
somme des termes d’une mˆeme ligneégaleà zéro, la somme des
termes hors diagonaux d’une mˆeme ligne inférieureà 1;
• c : E → R+ un coût;
• µ ∈ R+ un taux d’actualisation.

On appelle : chaı̂ne rapidela chaˆıne de Markov de matrice de transition
Mr = I + B; chaı̂ne lentela chaˆıne de Markov de matrice de transition
Ml = I + A. Considérons alors la fonctionnelle de la trajectoire suivante :

Chaîne perturbée Chaîne rapide Chaîne lente

ε

ε

FIGURE 1. Exemple de chaˆıne perturb´ee

vεx = E

{+∞∑
n=0

εµ

(1+ εµ)n+1
cXn | X0 = x

}
, (2.1)

= E{cXν | X0 = x} , (2.2)

où ν est un temps d’arrˆet indépendant deXn de loi définie par :

P(ν = n) = εµ

(1+ εµ)n+1
,

et donc vérifie :

E(ν) = 1

εµ
.
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L’ étude de ces fonctionnelles revient donc `a étudier la chaˆıne de Markov
sur un horizon d’ordre 1/ε, un temps suffisamment long pour que la chaˆıne
lente ait une action non n´egligeable sur le syst`eme. On va donc ´etudier
le comportement asymptotique devε lorsqueε → 0. On avεx est borné
indépendamment deε par sup

x∈E
cx. vε satisfait l’équation de Kolmogorov

Aµv
ε + 1

ε
Bvε + cµ = 0 , (2.3)

où l’on a noté: Aµ = A− µ et cµ = µc. Mais Aµ est inversible puisqueA
a toutes ses valeurs propres≤ 0, et doncvε vaut:

vε = (ε + A−1
µ B)−1(−εA−1

µ cµ) ,

= −εR(−ε)A−1
µ cµ ,

où R désigne la r´esolvante deA−1
µ B. Le théorème de Kato (4.2) s’applique

et nous donne donc le d´eveloppement devε enε.

THÉORÈME 2.1. Le vecteurvε solution de (2.3) admet le d´eveloppement
suivant :

vε = −P A−1
µ cµ +

+∞∑
n=1

(−ε)nSnA−1
µ cµ ,

où P est le projecteur spectral surN (A−1
µ B) et Ssatisfait :

S A−1
µ B = A−1

µ BS= I − P .

PREUVE. On aN (A−1
µ B) = N (B) 6= 0. Le théorème (4.2) donne le

résultat apr`es avoir remarqu´e que le nilpotent deA−1
µ B associé à la valeur

propre 0 est nul car sinonvε ne serait pas major´e indépendamment deε.

En notantv0 = −P A−1
µ cµ et v1 = −S A−1

µ cµ la proposition suivante ca-
ractérise les deux premiers termes du developpement devε.

PROPOSITION2.2. On a le d´eveloppementvε = v0+ εv1+ o(ε) où v0 est
l’unique solution de l’un des deux syst`emeséquivalents suivants :

(i ) Aµv0+ Bv1+ cµ = 0 , v0 ∈ N (B) , v1 ∈ A−1
µ R(B) ,

(ii ) (Aµv
0, p) + (cµ, p) = 0 , v0 ∈ N (B) , ∀p ∈ N (B′) .

PREUVE. 1. Existence d’une solution `a (i). Il suffit de vérifier que
v0 = −P A−1

µ cµ et v1 = −S A−1
µ cµ sont solutions. Pour cela mon-

trons que :

− AµP A−1
µ cµ − BS A−1

µ cµ + cµ = 0 . (2.4)

En multipliant (2.4) parA−1
µ il suffit alors de prouver que :

−P A−1
µ cµ − A−1

µ BS A−1
µ cµ + A−1

µ cµ = 0 .

Mais par définition deSon aA−1
µ BS= I − P d’où le résultat.
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2. (i ) ⇒ (ii ). Faisons le produit scalaire de(i ) avec p ∈ N (B′), on
obtient :

(Aµv0, p) + (Bv1, p)+ (cµ, p) = 0 ,

mais(Bv1, p) = (B′p, v1) = 0 puisquep ∈ N (B′).
3. Unicité de(ii )

Supposons qu’il y ait deux solutions, notonsw la différence, on
a, puisqueN (B′) = R(B)⊥ :

(Aµw, p) = 0, w ∈ N (B), ∀p ∈ N (B′) .
On a donc :

Aµw ∈ R(B)⇒ w ∈ A−1
µ R(B) ,

et donc :

∃z : w = A−1
µ Bz, z 6∈ N (B) .

Puisque

w ∈ N (B) = N (A−1
µ B) ,

il existe∃z 6= 0 tel que

A−1
µ Bw = (A−1

µ B)2z= 0 .

Le nilpotent deA−1
µ B associé à la valeur propre 0 est donc non nul,

ce qui est en contradiction avec bornitude devε .

On peut donner, maintenant, l’interpr´etation, en terme de chaˆıne de Markov
agrégée, du premier terme du d´eveloppement devε .

THÉORÈME 2.3. Si l’on désigne par :

• ( f1, f2, ..., fm) les classes finales de la chaˆıne rapide,
• t l’ensemble des ´etats transitoires de la chaˆıne rapide,
• Alk les probabilités de transition de la chaˆıne lente,
• pi les mesures invariantes extrˆemales (MPIE) de la chaˆıne rapide,
• χ i

l les probabilités de tomber dans la classe finalei partant de l’état
transitoirel de la chaˆıne rapide,

alors lesqi j définis par :

qi j =
∑
l∈ fi

(∑
k∈ f j

pi
l Alk +

∑
k∈t

pi
l Alkχ

j
k

)
sont des probabilit´es de transition sur les classes finales de la chaˆıne rapide
( f1, f2, ..., fm) et définissent donc une chaˆıne de MarkovZn appelée chaˆıne
agrégée dont les ´etats sont donc ces classes finales.

Si l’on désigne par :

di =
∑
l∈ fi

cl pi
l
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moyenne au sens de lai ème MPIE de c, v0 = lim
ε→0

vε ne dépend que des

classes finales de la chaˆıne rapide et s’interpr`ete comme le coˆut moyen —
de la chaˆıne agrégée — suivant:

v0
i = E

{+∞∑
n=0

µ

(1+ µ)n+1
dZn|Z0 = fi

}
. (2.5)

PREUVE. On réécrit le (ii ) de la proposition en utilisant les bases de
N (B) et deN (B′) que l’on a explicitées au premier chapitre :

(Aµv
0, p)+ (cµ, p) = 0 , v0 ∈ N (B) , p ∈ N (B′) , v0 =

∑
j

α jχ
j ,

(2.6)

où lesχ j sont les solutions uniques de Aχ j = 0 surt ,
χ j = 1 sur f j ,

χ j = 0 ailleurs .

L’ équation (2.6) se r´eécrit :∑
j

−µ(pi , χ j )α j +
∑

j

(pi , Aχ j )α j + (pi , cµ) = 0, i = 1 · · ·m. (2.7)

On remarque alors que

(pi , χ j ) = δ j
i ,

(pi , Aχ j ) =
∑
l∈ fi

∑
k∈ f j

pi
l Alk +

∑
l∈ fi

∑
k∈t

pi
l Alkχ

j
k ,

(c, pi ) = di ,

et donc (2.7) se r´eécrit

Qµα + dµ = 0 , (2.8)

avec avecQµ = (qi j ) − µI . Il reste donc `a vérifier que( I + Q) est une
matrice stochastique. On a: ∑

j

qi j = 0 ,

or ∑
j

qi j =
∑

j

(pi , Aχ j ) = (pi , A
∑

j

χ j ) = (pi , A1) = 0 .
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D’autre part on a∑
j 6=i

qi j =
∑
l∈ fi

pi
l

( ∑
k6∈ f j k6∈t

Alk +
∑
k∈t

Alk

∑
j 6=i

χ
j

k

)
,

≤
∑
l∈ fi

pi
l 1 ,

≤ 1 ,

et donc, en remarquant queqi j ≥ 0, i 6= j , on a bien queI + Q est une ma-
trice stochastique. L’´equation (2.8) devient alors l’´equation de Kolmogorov
de la chaˆıne de matrice de transition( I + Q) d’où le résultat.

On noteégalementQ par A
B

— A moyenné parB.

EXEMPLE 2.4. Pour illustrer ce r´esultat reprenons l’exemple consid´eré au
début de ce chapitre. On a

B =
[

B1 0
0 B2

]
,

et donc f1 = {1,2} f2 = {3,4} et t = ∅. Les deux mesures de probabilit´e
invariantes extrˆemales sont solutions dep1B1 = 0 et p2B2 = 0 . La chaˆıne
agrégée a deux ´etats f1 et f2 et ses probabilit´es de transition sontq12 =
p1

1 A13 etq21 = p2
4 A42 .

f1

f2

q12

q21

FIGURE 2. chaˆıne agrégée associ´ee

3. COMMANDE DES CHÂINES DE MARKOV PERTURBÉES

Etant donn´ee une chaˆıne de Markov perturb´ee et command´ee:

(T , E, F ,Muε , cu,µ)

où
• T désigne l’espace temps;
• E désigne l’espace d’´etat;
• F désigne l’espace de commande qui sera suppos´e compact,u ∈ F ;
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• Muε la famille de matrices de transition perturb´ees de param`etreε et
command´ees par la commandeu vérifiant

Muε − I = Bu + εAu ,

avecB et A telles queN (Bu) soit indépendant deu, l’application
u → {Au, Bu} soit continue, la chaˆıne rapide n’ait pas de classe
transitoire quelque soits ∈ SF ;
• cu : E → R+ un coût continu en u;
• µ ∈ R+ un taux d’actualisation.

on étudie le comportement asymptotique, lorsqueε → 0, du problème de
commande optimale

vεx = min
s∈SF

E{
+∞∑
n=0

µε

(1+ µε)n+1
cUn

Xn |X0 = x} . (3.1)

Nous savons quevε est l’unique solution de :

−µvε +min
u∈F
{(Au + 1

ε
Bu)vε + cu

µ} = 0 , (3.2)

équation de la programmation dynamique pour le probl`eme (3.1). Le but de
ce paragraphe est d’´etudier un d´eveloppement enε devε et d’en donner des
interprétations en terme de commande optimale de chaˆınes de Markov. On
commence par donner un th´eorème d’existence et d’unicit´e d’uneéquation
caractérisant les deux premiers termes du d´eveloppement. On donne ensuite
l’interprétation du premier terme du d´eveloppement. Dans certain cas —F
fini — on peut donner une caract´erisation compl`ete de la s´erie. Nous ne le
ferons pas ici. Le but de ce genre de travail est de r´eduire la complexit´e des
algorithmes num´eriques de r´esolution de l’équation de la programmation
dynamique. Ce sera ici un succ´es relatif puisque il y a r´eduction du nombre
d’états mais malheureusement pas de la taille de l’espace de commande.

On note dans la suite :

H (v0, v1) = min
u∈F
{Au

µv
0+ Buv1+ cu

µ} .
En utilisant les mˆemes conventions qu’au paragraphe pr´ecédent on a le
théorème caract´erisant les deux premiers termes du d´eveloppement suivant:

THÉORÈME 3.1. Il existe une solution a :

H (v0, v1) = 0 , v0 ∈ N (Bs∗) , v1 ∈ (As∗
µ )
−1R(Bs∗) ,

où :

s∗ : x→ u∗ ∈ arg min
u∈F

(Au
µv

0+ Buv1+ cu
µ)x ,

avecv0 défini de façon unique.

PREUVE. La démonstration combine les m´ethodes utilis´ees dans le pa-
ragraphe pr´ecédent et celles de la commande ergodique.

1. ExistenceOn considère l’algorithme du type it´eration sur les poli-
tiques suivant :
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• Etape 1.A s on associe(v0, v1) solution de

As
µv

0+ Bsv1+ cs
µ = 0 , v0 ∈ N (Bs) , v1 ∈ (As

µ)
−1R(Bs) .

Cette solution existe et est unique grˆace au paragraphe
précédent. On sait de plus quev0 ≥ 0.
• Etape 2.A (v0, v1) donné on associes définie par

s : x→ u ∈ arg min
u∈F
{Au

µv
0+ Buv1+ cu

µ} .
Nous construisons ainsi trois suites{v0n}, {v1n}, {sn}.
• Montrons que la suite{v0n} est décroissante. Nous avons :

Anv0n + Bnv1n + cn
µ = 0 ,

An+1v0,n+1 + Bn+1v1,n+1 + cn+1
µ = 0 ,

et donc :

An+1(v0n − v0,n+1)+ Bn+1(v1n − v1,n+1)

+(An − An+1)v0n + (Bn − Bn+1)v1n + cn
µ − cn+1

µ = 0 ,

et donc :

An+1(v0n − v0,n+1)+ Bn+1(v1n− v1,n+1) ≤ 0 , (3.3)

et doncv0n − v0,n+1 ≥ 0 grâceà l’interprétation probabiliste
des equations du typeAv + Bw + c = 0 donné au paragraphe
prćédent.
• Passage `a la limite.Puisquesn(x) ∈ F compact, il existe donc

une sous suite{sn′ } convergente (nous notonss∗ sa limite).
Remarquons ´egalement quev1n ∈ (Asn

µ )
−1R(Bsn

), u →
spectre((Au)−1R(Bu)) est continue et queN (Bs) est fixe
quelque soits. Il existe alors un voisinage de 0 dans le
plan complexe ne contenant aucune autre valeur propre de
(As

µ)
−1Bs que 0 et donc‖(As

µ)
−1Bs|(As

µ)
−1R(Bs)‖ est borné

indépendamment des et doncv1n est borné indépendamment
de s et donc appartient `a un compact. Il existe alors une sous
suite de{v1n′ } notée {v1n′ ′} convergente versv1∗ et telle que
{v1,n′′−1} soit convergente versv1∗∗. On a alors :

An′ ′v0n′′ + Bn′ ′v1n′′ + cn′′ = 0 ,

An′ ′v0,n′′−1+ Bn′′v1n′′−1+ cn′′ ≤ Asv0,n′′−1+ Bsv1,n′′−1+ cs, ∀s ,
et donc en passant `a la limite :

A∗v0∗ + B∗v1∗ + c∗ = 0 ,

A∗v0∗ + B∗v1∗∗ + c∗ ≤ Asv0∗ + Bsv1∗∗ + cs , ∀s ,
A∗v0∗ + B∗v1∗∗ + c∗ ≤ 0 ,
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et donc :

B∗(v1∗∗ − v1∗) ≤ 0 , (3.4)

et doncB∗(v1∗∗ − v1∗) = 0 par le même raisonnement que
dans le cas du contrˆole ergodique mais appliqu´e ici à chaque
classe irréductible de la chaˆıne rapide. On conclut alors que
(v0∗, v1∗∗) est solution.

2. Unicité dev0. Supposons qu’il existe deux solutions(v0, v1, s) et
(v′0, v′1, s′) on aurait :

Asv0+ B
s
v1+ cs = 0 ,

As′v′0+ Bs′v′1+ cs′ = 0 ,

Asv0+ Bsv1+ cs ≤ As′v0+ Bs′v1+ cs′ ,

et donc

As′(v0− v′0)+ Bs′(v1− v′1) ≥ 0⇒ v0− v′0 ≤ 0

grâce au paragraphe pr´ecédent. Le r´esultat en d´ecoule par sym´etrie
du raisonnement.

Montrons que les deux premiers termes du d´eveloppement devε sontv0 et
v1.

THÉORÈME 3.2. Pour toutv0 tel que :

H (v0, v1) = 0, v0 ∈ N (Bs∗), v1 ∈ (As∗
µ )
−1R(Bs∗) ,

avec :

s∗ : x→ u∗ ∈ arg min(Au
µv

0+ Buv1+ cu)x ,

on a :

vε = v0+ o(1) .

Si de plus :

(v0, v1)→ arg min{Au
µv

0+ Buv1+ cu}
est une fonction continue, on avε = v0+ εv1+ o(ε) .

PREUVE. Prenonsv = v0 + εv1 nous avonsH (v, v/ε) = H (v0 +
εv1, v1) carv0 ∈ N (Bs∗) qui est indépendant de la strat´egies∗. Comme

lim
ε→0

H (v0+ εv1, v1) = H (v0, v1) = 0 ,

où

H (v0+ εv1, v1) = o(1) ,

on a donc :

H (v,
v

ε
) = o(1) .



70 4. PERTURBATION ET AGŔEGATION

Cette derni`ereéquation peut ˆetre vue comme l’´equation de la programma-
tion dynamique de la chaˆıne de Markov de g´enérateurB+ εA pour la fonc-
tion coût c+ o(1) et donc

|v − vε | ≤ sup
x∈E

+∞∑
n=0

E{ ε

(1+ εµ)n+1
o(1)|X0 = x} ,

d’où la première partie du th´eorème.
Pour montrer la seconde partie. On prendv2 défini par (As∗

µ )v
1 +

Bs∗v2 = 0 ce qui est possible puisquev1 ∈ A−1
µ R(B). En prenant alors

v = v0+ εv1+ ε2v2 ,

on a

H (v,
v

ε
) = H (v0+ εv1+ ε2v2, v1 + εv2) ,

= H (v0, v1)+ εAs∗
µ v

1+ εBs∗v2+ o(ε) ,

= o(ε) ,

car dans ce casH est différentiable env0 et v1 et les dérivées sontDv0 H =
As∗ , et Dv1 H = Bs∗. En faisant alors le mˆeme raisonnement que dans la
première partie de cette d´emonstration on a montr´e que|v−vε | = o(ε).

Donnons maintenant une interpr´etation en terme de commande de
chaı̂ne de Markov de ce d´eveloppement asymptotique.

THÉORÈME 3.3 (Interprétation stochastique).v0 est solution du probl`eme
de contrôle stochastique suivant :

• lesétats sont les classes finales( f1, f2 · · · fm) de la chaˆıne rapide qui
ne dépendent pas du contrˆole et qui forment une partition de l’en-
semble des ´etats — il n’y a pas de classes transitoires;
• les commandes sont les probabilit´es de transition d’une classe `a

l’autreqi j , i, j = 1 · · ·m ;
• la fonction coût vautνi (qi1, ...,qim) où lesνi sont les solutions des

problèmes de commande ergodiques suivants :
– lesétats sont ceux de lai èmeclasse rapide,
– les probabilités de transition sont les probabilit´es de transition

de la chaˆıne rapideMr ,
– les coûts sont :

νi (qi ) = min
s

∑
k∈ fi

cs
k psi

k ,

sous les contraintes :

qi j =
∑
k∈ fi

∑
l∈ f j

psi
k Akl ,

où psi désigne lai èmeMPIE de la chaˆıne rapide.



3. COMMANDE DES CHÂINES DE MARKOV PERTURB́EES 71

PREUVE. Notons{χ i , i = 1 · · ·m} les vecteurs supports des MPIE de
la chaˆıne rapide — ind´ependants des par hypothèse. Ils forment une base
deN (Bs). On a donc :

min
u
{Au

µ

∑
j

α jχ
j + Buv1+ cu} = 0 . (3.5)

Cetteéquation peut ˆetre réécrite

min
u
{Buv1+ (Au

µ

∑
j

α jχ
j + cu)} = ρi (α) = 0, i = 1 · · ·m ,

qui peutêtre interprétée comme la solution dem problèmes de commandes
ergodiques associ´esà chaque classe irr´eductible de la chaˆıne rapide — le
coût étantAu

µ

∑
j α jχ

j + cu. Mais nous pouvons ´egalement consid´erer les
problèmes de commande ergodiques sous contraintes :{

minu{Buv1+ (cu + Au
µ

∑
α jχ j )} = ξ(q, α) ,

(psi, As
µχ

j ) = qi j .

On remarque queξi (q, α) est fonction uniquement deqi1 · · ·qim. On a
fait la convention queξ = +∞ s’il n’y a aucun contrˆole satisfaisant les
contraintes. Le probl`eme initial s’écrit alors :

min
q
ξ(q, α) = 0 .

Mais on a

ξi (q, α) = min
s
(psi, cs)+

∑
j

qi j α j − µαi

grâceà l’interpretation des probl`emes ergodiques.
Ainsi si nous notons

νi (qi1 · · · qim) = min
u
(psi, cs) ,

on a

ξi (q, α) = νi (qi )+
∑

qi j α j − µαi ,

et donc (3.5) se r´eécrit

min
qi j

{
∑

qi j α j + νi (qi )− µαi } = 0 .

REMARQUE 3.4. Le résultat précédent est int´eressant par son in-
terprétation. Pour calculer la solution du probl`eme on pr´eférera “l’itération
sur les politiques” car la r´esolution de probl`eme ergodique sous contrainte
est un probl`eme algorithmiquement difficile `a résoudre .
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CHAPITRE 5

DÉCOMPOSITION

La méthode de la programmation dynamique est utile lorsque le nombre
d’états possibles n’est pas trop grand. Dans de nombreuses situations l’es-
pace d’étatE est un produit cart´esien d’ensembles finis,E = E1 × E2 ×
. . .×E I . Appelons “dimension” du syst`eme ce nombreI . Le nombre d’états
possiblesE croit de façon exponentielle avecI . Il devient rapidement im-
possible de stocker la solution mˆeme sur de gros ordinateurs. Le but de ce
chapitre est de montrer un exemple, tr`es utilisé dans la th´eorie des files d’at-
tente, dans lequel la mesure invariante de la chaˆıne de Markovpx, x ∈ E
se factorise enp1

x1 . . . pI
xI et ceci malgr´e la présence de couplages entre les

sous-syst`emes. Dans cet exemple il est possible d’optimiser dans la classe
des feedbacks ne cassant pas cette structure (feedback locaux) avec des
coûts de stockage et de calcul raisonnables.

1. UN RÉSEAU DE FILES D’ ATTENTE

On considère une famille de chaˆınes de Markov. Cette famille a l’in-
terprétation d’un réseau ferm´e de files d’attente. Chaque file a une capacit´e
limit ée et présente une d´erivation des clients de l’entr´ee vers la sortie lors-
qu’on sature la capacit´e de stockage. Pr´ecisons le mod`ele. Indexons par

ui

uj

rij

xi

xj

FIGURE 1. Le système de files d’attente

i ∈ I = {1,2, . . . , I } les files d’attente. Chaque file a un ´etat Xi : le
nombre de clients en attente dans la file. On noteraE i = {1,2, . . . , Ei }
l’espace d’état correspondant. L’espace d’´etat du syst`eme complet est alors

E = {(x1, x2, . . . , xn) ∈
∏
i∈I
E i :

∑
i∈I

xi = E} ,

où E est le nombre total de clients, constant, dans le syst`eme.

73
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Afin de définir la matrice de transition de la chaˆıne de Markov on intro-
duit :

• ui : E i → R+ le taux de service de la filei ;
• r : I × I → [0,1] une matrice stochastique dite de routage qui

indique la loi des chemins suivis par les clients dans le r´eseau —r i j

représente la probabilit´e pour un client servi par la filei d’aller dans
la file j si aucune file d’attente n’est pleine;
• Tij : E → E

Tij (x1, . . . , xI ) = (x1, . . . , xi − 1, xi+1, . . . , x j + 1, . . . , xI ) .

La matrice de transitionMu : E×E → R+ de la chaˆıne de Markov est alors
définie par :

Mu
xx′ =

{
ui

xi r+i j
x s’il existe i, j : x′ = Tij (x)

0 sinon

avecr+i j
x la probabilité pour un client d’aller dans la filej sachant qu’il est

sorti de la filei compte tenu de la saturation des files d’attente. La matrice
r+ se calcule `a partir der . Pour cela notonsJ (x+) ⊂ I l’ensemble des files
non satur´ees lorsque l’´etat estx et que l’on a pr´ecisé de quelle file sort le
client. On a alors :

r+ = rJ + rJ J̄ sJ̄ r J̄ J ,

avec la partition :

r =
[

rJ rJ J̄

r J̄ J r J̄

]
,

et

sJ̄ =
∞∑

k=0

(r J̄ )k .

Cette formule est obtenue en consid´erant tous les chemins possibles, pour
atteindre une file non satur´ee, passant par les d´erivations.

On s’intéresse alors `a la mesure invariantep de la chaˆıne de Markov
(T ,E,Mu).

2. FACTORISATION DE LA MESURE INVARIANTE

Nous allons montrer que la mesure invariantep de tels syst`emes se cal-
cule et se factorisep = p1 . . . pI où chaquepi s’interprète comme une
mesure invariante d’une file unique.
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2.1. FILE D’ ATTENTE MM1

Considérons d’abord la file d’attente `a un serveur, `a entrée et sortie ex-
ponentielle c.a.d. la chaˆıne de Markov `a états dansN de matrice de transi-
tion :

Mu
xx′ =

 ux si x′ = x − 1 , x′ ≥ 0 ,
e si x′ = x + 1 ,
0 ailleurs .

Sa mesure invariante doit v´erifier, si elle existe, l’´equation de Kolmogorov

e
ux

FIGURE 2. Le système ouvert `a une file d’attente.

avantà l’équilibre :{
px(ux + e) = px+1ux+1+ px−1e , x ≥ 1 ,
p0e = p1u1 ,

(2.1)

Le système (2.1) s’int`egre facilement on obtient :

px = k
x∏

y=1

e

uy
,

où k est une constante de normalisation
1

k
=
∑

x

(

x∏
y=1

e

uy
)

qui n’aura un sens que lorsque la file d’attente est stable par exemple lorsque
e< ux ∀x .

2.2. LE SYSTÈME À DEUX FILES D’ ATTENTES

On considère cette fois un syst`eme fermé de deux files d’attente `a ca-
pacités limitées. On supposera d’abord que chaque file a une capacit´e Ei

supérieure au nombre total de clients du syst`emeE.L’ équation d´efinissant
la mesure invariante v´erifie cette fois :

1

2

FIGURE 3. Le système ferméà 2 files d’attente.


px1x2(u1

x1 + u2
x2) = (px1+1,x2−1)u1

x1+1+ (px1−1,x2+1)u2
x2+1 ,

(p0E)u2
E = (p1,E−1)u1

1 ,

(pE0)u1
E = (pE−1,1)u2

1 .

(2.2)
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On vérifie que

px1x2 = k
x1∏

y=1

1

u1
y

x2∏
y=1

1

u2
y

,

convient.
Si on limite la capacit´e Ei de chaque file `a une valeur inf´erieureà la

capacité totale du syst`emeE. Leséquations (2.2) deviennent :

• (2.2.1) est inchang´ee,
• (2.2.2) devient (2.2.2’) :

(pE−E2,E2)u2
E2 = (pE−E2+1,E2−1)u

1
E−E2+1 ,

• uneéquation analogue pour (2.2.3)

et donc la mesure invariante solution de ce nouveau syst`eme est du type
(2.5) avec une autre constante de normalisationk.

On constate `a postériori que l’équation (2.2.1) se d´ecoupe en deux
équations d’´equilibre donnant des informations plus pr´ecises :{

px1x2u1
x1 = px1−1,x2+1u2

x2+1
px1x2u2

x2 = px1+1,x2−1u1
x1+1

(2.3)

On remarque de plus dans ce cas particulier que (2.3.1) et (2.3.2) sont en
fait la mêmeéquation mais appliqu´eeà des endroits diff´erents de l’espace
d’état. Elles se r´eécrivent :

px1x2

px1−1,x2+1
= u2

x2+1

u1
x1

,

Ce sont des ´equations d’´equilibre associ´ees aux transitions joignant seule-

x1

x2

u1
x1

u2
x2+1

FIGURE 4. L’espace d’´etat pour le syst`emeà 2 files.

ment deux points de l’espace d’´etat.
Cet exemple est encore trop simple pour nous ´eclairer compl`etement sur

le cas général puisque l’état est ici en fait de dimension 1.
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1

2

3

FIGURE 5. Le système fermé de trois files d’attente.

2.3. LE SYSTÈME FERMÉ DE TROIS FILES D’ ATTENTE

On considère le syst`eme fermé à trois files d’attente ayant chacune une
capacité supérieure au nombre total de clients du syst`eme. L’espace d’´etat
E est le simplexe :

{(x1, x2, x3) : x1+ x2+ x3 = E, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0} .
Leséquations d’´equilibre définissant la mesure invariante s’´ecrivent :

x1

x2 x3

u1
x1r12

FIGURE 6. L’espace d’´etat du syst`emeà trois files.

px1x2x3[u1
x1(r 12+ r 13)+ u2

x2(r 21+ r 23)+ u3
x3(r 31+ r 32)] (2.4)

= (px1+1,x2−1,x3)u1
x1+1r

12+ (px1+1,x2,x3−1)r
13u1

x1+1

+ (px1−1,x2+1,x3)u2
x2+1r

21+ (px1,x2+1,x3−1)r
23u2

x2+1

+ (px1−1,x2,x3+1)u
3
x3+1r

31+ (px1,x2−1,x3+1)r
32u2

x3+1 .

EXERCICE 2.1. • Ecrire leséquations sur chacune des faces du sim-
plexe.
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• Ecrire leséquations d’´equilibre dans le cas o`u : — la capacit´e de
chaque file est inf´erieure au nombre total de clients — on a la possi-
bilit é de dérivation indiquée au paragaphe pr´ecédent.

La solution s’obtient par s´eparation des variables. On la cherche sous la
forme :

px1x2x3 = c
x1∏

y=1

e1

u1
y

x2∏
y=1

e2

u2
y

x3∏
y=1

e3

u3
y

.

En reportant dans (2.5) on obtient trois ´equations associ´eesà deséquilibres
locaux de flux de probabilit´e : e2r 21+ e3r 31 = e1r 12+ e1r 13 ,

e1r 12+ e3r 32 = e2r 21+ e2r 23 ,

e1r 23+ e2r 23 = e3r 31+ e3r 32 .

(2.5)

L’ équation (2.5.i) correspond `a l’équilibre des flux de probablit´e sur la file i.
L’ équation (2.5) se r´eécrit matriciellement

er = e . (2.6)

Donc e doit être mesure invariante de la chaˆıne de Markov des rou-
tages(I, r ). Supposons que la matrice des routages v´erifie la condition
d’équilibre local :

ei r i j = ej r j i . (2.7)

On dit dans ce cas que la chaˆıne de Markov correspondante est “r´eversible”.
Ce qui signifie que : la chaˆıne de Markov obtenue en remontant le temps de
matrice de transitionr ′ = q−1

D r t qD — où qD désigne la mesure invarianter
mise sur la diagonale d’une matrice (on verifiera que cela d´efinit bien une
matrice de transition) — est la mˆeme que celle du sens direct(r ′ = r ).
Sous cette condition d’´equilibre la chaˆıne de Markov de la file d’attente est
réversible et l’équation (6) se d´ecoupe cette fois en six ´equilibres locaux : e2r 21 = e1r 21 ,

e3r 31 = e1r 13 ,

etc. . .
(2.8)

On a alors le r´esultat plus fin :
px′

px
=

∏
yy′⊂Cxx′

M̄u
yy′ , (2.9)

où Cxx′ = {xy1, y1y2, . . . , ynx′} désigne un chemin quelconque de l’espace
d’état joignantx à x′

M̄u
yy′ =

Mu
yy′

Mu
y′y
. (2.10)

On a par exemple :

M̄u
yy′ =

u1
x1r 12

u2
x2+1r

21
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poury = (x1, x2, x3) et y′ = (x1−1, x2+1, x3) . Cela revient `a dire que :

log M̄u
xx′ = log px − log px′ ∀(x, x′) connecté.

Ce qui est l’analogue discret du fait qu’un champ de vecteur d´erive d’un
potentiel scalaire.

On peut maintenant ´etudier :

2.4. LE CAS GÉNÉRAL

En remarquant que(T ji )−1 = Tij la mesure invariante v´erifie l’équation
de Kolmogorov avant:∑

i 6= j∈I
pT j i (x)M

u
T ji (x),x = px

∑
i 6= j∈I

Mu
x,T i j (x) . (2.11)

On a alors le:

THÉORÈME 2.2. Le syst`eme de files d’attente admet une unique mesure
invariante dès que lesui

y > 0,∀y > 0, et quer est associ´eeà une chaˆıne de
Markov irréductible.

La mesure invariante du syst`eme de files d’attente se factorise en :

px =
{

k
∏

i∈I
(∏xi

y=1
ei

ui
y

)
surx :

∑
i∈I xi = E , 0 ≤ xi ≤ Ei ,

0 ailleurs ,
,

(2.12)

où :

• e∈ RI est l’unique mesure invariante der et donc satisfait :

er = e , (e,1) = 1 ; (2.13)

• k est une constante de normalisation.

PREUVE. L’unicité de la mesure invariante provient des r´esultats
généraux sur les chaˆınes de Markov. Sous les hypoth`eses indiqu´ees, la
chaı̂ne de Markov associ´ee au syst`eme, a une seule classe finale et donc
une unique mesure invariante. La formule (2.12) provient de la r´ealisation
deséquilibres locaux :

px

∑
j∈I, j 6=i

Mu
x,T i j (x) =

∑
j∈I, j 6=i

pTi j (x)M
u
Tij (x),x ∀i ∈ I . (2.14)

On vérifie (2.14) en substituantpx par sa valeur (2.12). On tombe alors sur
la condition suffisante (2.13) de la mˆeme fac¸on que dans le cas de trois files
d’attente. Il faut ensuite v´erifier que le résultat est encore valide sur chacun
des bords de l’espace d’´etat.
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2.5. LE CAS D’ UN SYSTÈME OUVERT SUR L’ EXTÉRIEUR

Cette nouvelle situation peut ˆetre vue comme le cas particulier de la
situation précédente dans lequel :
• une file d’attente d’indice 0 mod´elise l’extérieur;
• le nombre total de clients du syst`eme exc`ede le nombre total de place

du système interne;
• le nombre de places de la file ext´erieure est sup´erieur au nombre total

de clients;
• le taux de sortie de la file ext´erieure est ind´ependant du nombre de

clients en attente dans cette file;
La loi de probabilité du syst`eme peut se r´eécrire :

px = kp1
x1 · · · pI

xI
p0

E−x1···−xI

qui devient :

px = k′q1
x1 · · ·qI

xI

avec :

qi
xi = ki

xi∏
y=1

e′i

ui
y

et :

e′i = ei u0

e0
.

Le support de la loi ´etant un produit cart´esien —à cause des hypoth`eses
faites sur le nombre de clients et de places dans le syst`eme — les lois
d’équilibre sont bien ind´ependantes. Il est alors beaucoup plus facile de
calculer les constantes de normalisation. En r´esumé, dans ce cas, le syst`eme
à l’équilibre est ´equivalentà I files découplées avec un taux d’entr´eeei ′ et
un taux de serviceui

xi .

3. FEEDBACKS LOCAUX OPTIMAUX

On étudie le probl`eme de commande optimale(T ,E,F ,Mu, cu) dans
le cas ergodique. Il faut donc minimiser :

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

cUn

Xn = J(s) .

On cherche `a optimiser dans la classe des feedbacks locauxSL c.a.d.

E =
I∏

i=1

E i , F =
I∏

i=1

F i , SL =
I∏

i=1

(F i )E
i
,

par opposition `a la classe des feedbacks completsS = FE , de façon à
conserver la forme produit. Entre d’autres termes on commande les taux
de sortieui , i ∈ I et on leur impose d’ˆetre des fonctions de l’´etat local
seul c.a.d.ui est fonction dexi et non pas du vecteur d’´etat completx. En
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se restreignant `a cette classe on perd un peu d’optimalit´e mais on gagne
énormément en calcul et en place pour m´emoriser la strat´egie optimale.
D’autre part on se placera, dans toute cette partie, dans le cas d’un syst`eme
ouvert pour simplifier les r´esultats mais ils peuvent s’´etendre au cas d’un
système fermé. A cause de l’absence de convexit´e à priori du problème, il
sera très difficile d’obtenir l’optimum global dans la classeSL mais nous
pouvons obtenir une strat´egie que l’on ne peut pas am´eliorer en optimisant
file par file ce sont des points de Nash.

DÉFINITION 3.1. On appelle point de Nash pour le crit`ereà optimiserJ(u)
un pointu∗ vérifiant :

J(u∗1, . . . ,u∗I ) ≤ J(u∗1, . . . ,u∗i−1,ui ,u∗i+1, . . . ,u∗I ) , ∀i ∈ I .
REMARQUE 3.2. Dans le cas convexe diff´erentiable le seul point de Nash
coincide avec le minimum global (dans la classe consid´erée ici classe des
feedbacks locaux).

EXERCICE 3.3. On vérifiera sur des exemples en dimension 2 que l’hy-
pothèse de différentiabilité est nécessaire mˆeme dans le cas convexe. Les
lignes de non diff´erentiabilité peuvent dans certains cas ˆetre des points de
Nash.

3.1. CARACTÉRISATION DESFEEDBACK LOCAUX NASH OPTIMAUX

Nous caract´erisons les feedbacks locaux Nash optimaux comme des so-
lutions d’un syst`eme coupl´e d’équation de la programmation dynamique
pour cela nous devons d´efinir un coût local moyen

ci : SL × E i × F i −→ R+
s y v Eps∞(cs

x|xi = y,ui = v)
qui peut s’écrireà partir de la formule explicite de

ps
x =

I∏
j=1

pjs
x j ,

civ
y =

∑
x, xi=y, si (xi )=v

cs
x

∏
j 6=i

pjs
x j . (3.1)

On rappelle que :

pjs
x j = kj

x j∏
z=1

e′ j

sj (z)
, (3.2)

où kj est la constante de normalisation.
Si on voit ce probl`eme comme un probl`eme de jeux `an joueurs, chaque

joueurétant identifiéà une file d’attente,cj représente le coˆut du j èmejoueur
connaissant seulement l’information de sa file et connaissant la strat´egie
globale, mais sans avoir acc`es auxévénements qui se sont effectivement
produits sur les autres files. La caract´erisation suivante devient naturelle.
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THÉORÈME 3.4. Sous les hypoth`eses :

• s(x) > 0,∀x ∈ E ,
• r est irréductible,
• F i compacts,
• u→ cu

xcontinue,

une CNS pour quew soit le coût associ´e à une strat´egie Nash optimal est
que le syst`eme suivant soit v´erifié :

∀i ∈ I
 pis Ais = 0 ,

∑
x∈E i pis

x = 1 ,

minu

{
(Aiuvi )x + ciu

x

} = w , ∀x ∈ E i ,

(3.3)

où :

• ci est défini par (3.1) ,
• l’ équation (3.3.2) d´efinit la stratégie optimalesi en associant `a

chaquexi ∈ E i un élément réalisant le minimum de (3.3.2),
• Aiu est le générateur de la file i c.a.d.

(Aiuvi )x = e′ ivi
x+1+ uvi

x−1− (e′i + u)vi
x .

sj
ej

xj

FIGURE 7. File i équivalente.

REMARQUE 3.5. L’équation (3.3.1) d´efinit la mesure invariante de la file
i . L’ équation (3.3.2) n’est que l’´equation de la programmation dynamique
pour le joueur i optimisant le coˆut ci , sa fileétant indépendante des autres
grâceà la propriété de la forme produit.

PREUVE. Montrons la condition n´ecessaire et laissons en exercice la
condition suffisante. Sis∗ est Nash optimale elle v´erifie :

w = J(s∗) ≤ J(s∗1, . . . , si , s∗i+1, . . . , s∗I ) ,

or

J(s∗1, . . . , si , s∗i+1, . . . , s∗I ) =
∑
y∈E i

c
isi

y
y pis

y , (3.4)

par définition deci . Les résultats de la th´eorie du contrˆole dans le cas er-
godique nous indiquent que le minimum de (3.4) par rapportsi vérifie
l’ équation (3.3.2) d’o`u le résultat puisque cela doit ˆetre vrai∀i ∈ I. On
remarquera que les hypoth`eses faites assurent l’irr´eductibilité de la chaˆıne
de Markov du syst`eme et l’existence de tous les minima consid´erés.
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3.2. UN ALGORITHME DE RELAXATION POUR CALCULER UNE

STRATÉGIE NASH OPTIMALE

Pour résoudre (3.3) on pourra utiliser l’algorithme suivant qui n’est rien
d’autre qu’un point fixe dans l’espace des strat´egies :

1. démarrer avec une strat´egies ∈ SL ,
2. choisir un joueurj ,
3. calculercjs,
4. calculer une nouvelle strat´egiesj en résolvant l’équation de la pro-

grammation dynamique pour le joueurj ,
5. remettre `a jour la probabilité du joueurj en résolvant l’équation de

Kolmogorov avant correspondante,
6. retourner en 2) jusqu’`a ce qu’il ne soit plus possible d’am´eliorer la

stratégies quel que soit le joueur choisi `a l’étape 2).
Par cet algorithme on obtient une suite d´ecroissante de coˆuts. Les coˆuts sont
minorés si on fait l’hypoth`ese quec ≥ 0. Cette suite converge vers un coˆut
Nash optimal — car inam´eliorable par modification d’un feedback local `a
la fois.

REMARQUE 3.6. Dans cet algorithme la partie la plus difficile est le calcul
des coûtscis . En fait on ne pourra faire ce calcul que dans des cas particu-
liers : lorsque le coˆut est de la formecu

x = ψ(
∑

i ciui

xi ). On fera alors des
convolutions réitérées pour calculer lescjs.
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CHAPITRE 6

LE RÉGULATEUR LQG

1. LE FILTRE DE KALMAN

On se donne le syst`eme récurrent stochastique :{
xk+1 = Axk + wk, x0 = ξ ,
yk = Cxk + vk ,

(1.1)

Ou on suppose que

1. xk (resp.yk) sont de dimensionn (resp.p),
2. les v.a.ξ , wk et vk sont indépendantes gaussiennnes,
3. ξ est de moyennem0 et de varianceP0,
4. wk (resp.vk) sont centr´ees, de varianceM (resp.N).

Lesw (resp. lesv) correspondent au bruit sur l’´etat (resp. l’observation). On
peut faire dépendre les matricesA,C,M, N du tempsk si c’est nécessaire.

On se pose le probl`eme dit du “filtrage”, consistant `a trouver le meilleur
estimé de l’étatxk connaissant les observationsy0, · · · , yk.

On sait que ce meilleur estim´e au sensL2 (moindres carr´es), est donn´e
par l’espérance conditionnelleE(xk | Yk), où Yk est la tribu engendr´ee par
(y0, · · · , yk). Le filtre de Kalman donne une forme r´ecursive, en temps, au
calcul de ces esp´erances conditionnelles.

1.1. CALCUL DU FILTRE

Notons :

1. le prédicteur dexk à un pas en tempŝxk = E(xk | Yk−1),

2. la variance de l’erreur de pr´evision6k = var(xk − x̂k),

3. l’ état filtré x̂+k = E(xk | Yk),

4. la variance de l’erreur de filtrage6+k = var(xk − x̂+k ).

THÉORÈME 1.1. Ces quantit´esévoluent selon les ´equations :

x̂+k = x̂k + Kk(yk − Cx̂k), x̂k+1 = Ax̂+k , x̂0 = m0 ,

le gain du filtreKk, étant donn´e par :

Kk = 6kC′(C6kC′ + N)−1 ,

6+k = (1− KkC)6k, 6k+1 = A6+k A′ + M, 60 = P0 .

REMARQUE 1.2. L’état initial de (1.1) et les bruits, ´etant gaussiens, le
systèmeétant linéaire, les ´etatsxk et les observationsyk sont eux-mˆemes
gaussiens. Le pr´edicteurà un pas et le meilleur estim´e sont aussi gaussiens.
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PREUVE. CALCUL DU FILTRE. On appelle innovation le processus :

ỹk
def= yk − E(yk | Yk−1) = yk − Cx̂k = C(xk − x̂k)+ vk . (1.2)

D’après (6.1) on a :

x̂+k
def= E(xk | Yk) = E(xk | Yk−1)+ E(xk | ỹk)− E(xk)

= x̂k + E(xk | ỹk)− E(xk) = x̂k + Kkỹk = x̂k + Kk(yk − Cx̂k) ,

avec
Kk = cov(xk, ỹk)var(ỹk)

−1 .

CALCUL DU GAIN . Pour calculer r´ecursivementKk il faut calculer
récursivement cov(xk, ỹk) et var(ỹk).

cov(xk, ỹk) = cov(xk,C(xk − x̂k)) = cov(xk, xk − x̂k)C′

= cov(xk − x̂k, xk − x̂k)C′ = 6kC′ .

Par ailleurs l’indépendance dexk − x̂k et devk entraine :

var(ỹk) = var(C(xk − x̂k))+ var(vk) = C6kC′ + N .

On en déduit la valeur du gain du filtre :

Kk = 6kC′(C6kC′ + N)−1 .

CALCUL DE LA VARIANCE . De l’orthogonalitéxk−x̂+k ⊥ ỹk on déduit :

var(xk − x̂k) = var(xk − x̂+k )+ var(Kkỹk) ,

et donc

6+k = 6k − Kkvar(ỹk)K ′k = 6k − KkC6k .

CALCUL DU PRÉDICTEUR ET DE SA VARIANCE. On a :

x̂k+1 = AE(xk | Yk)+ E(wk | Yk) ,

maiswk est indépendant deYk et centrée et donc

x̂k+1 = Ax̂+k .

Enfin de la relation :

xk+1− x̂k+1 = A(xk − x̂+k )+ wk

et de l’indépendance dexk − x̂+k etwk, il vient :

6k+1 = A6+k A′ + M .

REMARQUE 1.3. 1. Si les bruits ne sont plus gaussiens, le th´eorème
précédent donne malgr´e tout, l’évolution de la r´egression lin´eaire de
xk enYk.
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2. Si on suppose les bruitswk, vk corrélés cov(wk, vk) = O, on se
ramène au cas pr´ecédent en introduisant

w̃k = wk − E(wk | vk) = wk − ON−1vk .

qui est non corr´elé avecvk et donc :

xk+1 = Axk + ON−1(yk − Cxk)+ w̃k

= (A− ON−1C)xk + ON−1yk + w̃k .

L’ équation dêxk devient alors :

x̂k+1 = (A− ON−1C)x̂+k + ON−1yk ,

les autres ´equations du filtre restent inchang´eesà la substitution de
M (variance dew) par M − ON−1O prés (variancẽwk).

EXERCICE 1.4. Donner les ´equations r´ecurrentes satisfaites par

E(xk+d | Yk)

1. pourd ≥ 1 (problème de pr´evision),
2. pourd ≤ −1 (problème de lissage).

EXERCICE 1.5. Si toutes les valeurs propres deA sont de module stricte-
ment inferieurà 1, montrer que le syst`eme

xk = Axk + wk, yk = Cxk + vk ,

est stable au sens suivant :
1. xk converge en loi pourk ↑ ∞ vers une loi gaussienne centr´ee de

varianceP. P étant la solution positive de l’´equation

P = AP A′ + M .

2. yk converge en loi vers une loi gaussienne centr´ee de variance

N + CPC′ .

3. Si M est symétrique positive,P =
∞∑

k=0

Ak M(A′)k est l’unique solu-

tion positive et sym´etrique de

P = AP A′ + M .

1.2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU FILTRE

D’après le théorème 1.1, l’équation deŝxk est donn´ee par, x̂k+1 = (A− K̃kC)x̂k + K̃kyk ,

K̃k = AKk = A6kC′(C6kC′ + N)−1 ,

6k+1 = A[6k −6kC′(C6kC′ + N)−1C6k] A′ + M .

(1.3)

On peut réécrire cette derni`ereéquation

6k+1 = (A− K̃kC)6k(A− K̃kC)′ + K̃kNK̃ ′k + M .
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et remarquer quẽKk réalise le minimum de la covariance `a l’instantk + 1
sachant celle `a l’instantk.

6k+1 = min
K

[(A− KC)6k(A− KC)′ + K N K ′ + M] . (1.4)

Le but de ce paragraphe va ˆetre d’étudier la convergence en loi desx̂k, c’est-
à-dire le comportement asymptotique de la variance d’erreur6k.

THÉORÈME 1.6. SiM = BB′ avec le triplet(A, B,C) complètement ac-
cessible1 et observable alors6k converge pourk ↑ ∞, vers l’unique solu-
tion≥ 0 de :

6 = (A− K̃C)6(A− K̃C)′ + K̃ NK̃ ′ + M , (1.5)

K̃ = A6C′(C6C′ + N)−1 . (1.6)

Toutes les valeurs propres deA− K̃C sont de module< 1.

PREUVE. 1. LA SUITE 6k EST MAJOŔEE PAR UNE SUITE CONVER-
GENTE. En effet la suite ´etant compl`etement observable il existe une ma-
trice L telle que les valeurs propres deA−LC soient strictement plus petite
que 1. Si l’on consid`ere le filtre approch´e

x̄k+1 = (A− LC)x̄k + Lyk ,

et la différencex̃
def= x − x̄ on a

x̃k+1 = (A− LC)x̃k +wk − Lvk ,

et var(x̃k) ≥ 6k. Le système gaussien r´egissantx̃ étant stable var(x̃k)

converge vers la solution positive de

6 = (A− LC)6(A− LC)′ + LN L′ + M .

2. CONVERGENCE DANS LE CAS60 = 0. Si60 = P0 = 0, la suite6k est
croissante dans l’ensemble des matrices≥ 0. On a61 = M ≥ 60. Si par
récurrence on suppose6k ≥ 6k−1,

6k+1 ≥ (A− K̃kC)6k−1(A− K̃kC)′ + K̃kNK̃ ′k + M

≥ min
K
{(A− K C)6k−1(A− K C)′ + K N K ′ + M}

= 6k d’après (1.4).

D’après 1 et 2, pour60 = 0,6 = lim
k
6k existe, est≥ 0 et vérifie{

6 = (A− K̃ C)6(A− K̃ C)′ + K̃ NK̃ ′ + M
K̃ = limk K̃k = A6C′(C6C′ + N)−1.

(1.7)

1Un système(A, B) est totalement accessible sipour toutx il est possible de trouver
une séquence de commandes transf´erant en temps fini l’´etat de 0 `a x.
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3. LES VALEURS PROPRES DEA − K̃C SONT DE MODULE < 1. En effet
supposons qu’il existez tel que

(A− K̃ C)′z= λz, |λ| ≥ 1.

De (1.7), il vient2

(1− |λ|2)z∗6z= z∗ K̃ NK̃ ′z+ z∗BB′z .

Le premier membre est≤ 0, les termes du second membre sont≥ 0, N est
une matrice inversible. Donc n´ecessairement,̃K ′z= 0 et B′z= 0.

Soit alors la matriceL telle que les valeurs propres deA−BL soient de
module strictement inf´erieurà 1 (qui existe grˆaceà l’accessibilit é du couple
(A, B)), on obtient

(A− K̃ C)′z= A′z= λz ,

(A− BL)′z= A′z= λz ,

avec|λ| ≥ 1 d’où une contradiction.
4. CONVERGENCE DANS LE CAS60 = ρ Id. Pour60 = ρ Id, ρ > 0, soit

9k,l = (A− K̃k−1C)(A− K̃k−2C) · · · (A− K̃l C).

Il est facile de voir que

6k+1 = 9k,0609
′
k,0+8k avec8k ≥ 0.

Donc

6k+1 ≥ ρ9k,09
′
k,0.

Mais la suite des6k étant born´ee (point 1), il en est de mˆeme des9k,0.
On peut montrer (laiss´ee en exercice) la relation

6k+1− 6 = (A− K̃C)(6k − 6)(A− K̃kC)′.

D’où

6k+1− 6 = (A− K̃ C)k(60−6)9k,0.

D’après le point 3,(A − K̃ C)k ↓ 0. D’après le point 4 si60 = ρ Id 9k,0

reste born´e. Donc dans ce cas on a encore, lim
k
6k = 6.

5. CONVERGENCE DANS LE CAS ǴENÉRAL. En utilisant (1.4) on montre que,
si6k(60) désigne la variance d’erreur pour une condition initiale60, cette
variance d’erreur est une fonction croissante de60. Donc il existera tou-
joursρ > 0 tel que :

0≤ 60 ≤ ρ Id ⇒ 6k(0) ≤ 6k(60) ≤ 6k(ρ Id).

La convergence de6t(60) résulte donc, des points 2 et 5.
6. UNICITÉ. L’unicit é de la solution positive de 1.5 provient du point 5. En

effet s’il y avait deux solutions61 et62 on pourrait prendre60 = 61 et
6 = 62 alors6k(60) = 61 toutk et comme dans cette section on a montr´e
que limk 6k = 6 on concluerait que61 = 62.

2∗ signifie transpos´ee conjugu´ee
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COROLLAIRE 1.7. Le filtre approch´e :

x̂a
k+1 = (A− K̃C)x̂a

k + K̃ yk , (1.8)

où K̃ est défini par (1.6), a comme variance d’erreur asymptotique var(x −
x̂a) la solution positive de (1.5).

PREUVE. En effet notons̃x
def= x − x̂a on a alors

x̃k+1 = (A− K̃C)x̃k + wk − K̃vk ,

et puisque les valeurs propres deA− K̃ C sont plus petites que 1 ce syst`eme
linéaire gaussien est stable. Donc la loi dex̃k converge vers une loi gaus-
sienne centr´ee de variance donn´ee par

6 = (A− K̃C)6(A− K̃C)′ + K̃ NK̃ ′ + M ,

c.a.d. (1.5).

2. LE PROBLÈME LQG

2.1. LA DYNAMIQUE DU SYSTÈME

Les systèmes dynamiques consid´erés ont pour ´etatxk, observationyk et
commandeuk. Ils sont donn´es par les ´equations r´ecurrentes stochastiques
suivantes : {

xk+1 = Axk + Buk + wk, x0 = ξ ,
yk = Cxk + vk .

(2.1)

On suppose que :
1. xk (resp.yk) (resp.uk) de dimensionn (resp.p) (resp.m),
2. les v.a.ξ , wk et vk sont indépendantes gaussiennnes,
3. ξ est de moyennem0 et de varianceP0,
4. wk (resp.vk) sont centr´ees, de varianceM (resp.N).

Lesw (resp. lesv) correspondent au bruit sur l’´etat (resp. l’observation).
On peut faire d´ependre les matricesA, B,C,M, N du tempsk si c’est
nécessaire.

2.2. LA STRUCTURE DES COMMANDES

A un instant k donn´e, on dispose des observations pass´ees et pr´esentes
(yi , i = 0, · · · , k). Il est naturel d’imposer au contrˆoleuk de n’être fonction
que de ces informations, donc d’ˆetre de la forme :

uk = sk(y0, · · · , yk), k ≥ 0. (2.2)

Précisons un peu plus cette condition (2.2). D´esignons par
1. (�,A, P), un espace de probabilit´e sur lequel sont d´efinies les v.a.
ξ, (wk, vk), k ≥ 0,

2. H = L2(�,A, P) l’espace de Hilbert des v.a. de carr´e intégrable,
3. H m×T l’espace produit, desu = (uk, k = 0, · · · ,T − 1) avecuk ∈

H m,
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4. Yk(u), pouru ∈ H m×T, la tribu engendr´ee par les observations

(yi , i = 0, · · · , k),
solution de (2.1).

La condition (2.2) est ´equivalente `auk estYk(u)mesurable pour toutk.

DÉFINITION 2.1. Nous d´esignons parUad l’ensemble desu ∈ H m×T

adaptésc.a.d. vérifiant (2.2).

PROPOSITION2.2. Uad est un sous-espace de Hilbert deH m×T .

Ce résultat est une cons´equence du

LEMME 2.3. Pouru ∈ Uad, la famille de sous-tribus engendr´ee par les ob-
servations,Yk(u) est fixe (indépendante deu).

PREUVE. Soit(xo
k , yo

k) la solution de (2.1) associ´ee au contrˆoleuk = 0
pour toutk : {

xo
k+1 = Axo

k + wk, xo
0 = ξ ,

yo
k = Cxo

k + vk .

Et soitYk(0) la tribu engendr´ee paryo
0, . . . , yo

k . Par ailleurs pouru ∈ Uad,
posons {

xu
k+1 = Axu

k + Buk, xu
0 = 0 ,

yu
k = Cxu

k .

Il est clair que, pout toutk il existe une fonctionhk deRmk dansRp,
telle que

yu
k = hk(u0,u1, . . . ,uk−1). (2.3)

De plus la linéarité deséquations implique que la solution de (2.1) associ´ee
au contrôleu s’écrit encore :

xk = xo
k + xu

k ; yk = yo
k + yu

k . (2.4)

Remarquons que l’on a toujoursyo
0 = y0 et donc queY0(u) = Y0(0).

Supposons par r´ecurrence que

Y i (u) = Y i (0), ∀i = 0, · · · , k − 1 .

De (2.3) on d´eduit queyu
k estYk−1(0) mesurable et donc d’apr`es (2.4) que

yk estYk(0) mesurable. D’o`u l’inclusionYk(u) ⊂ Yk(0). Mais comme le
raisonnement pr´ecédent est sym´etrique enyk et yo

k , on obtientégalement
l’inclusion inverse.

La proposition est alors cons´equence du lemme 5.2.

REMARQUE 2.4. Si l’observationyk n’est pas disponible `a l’instantk mais
seulement `a l’instantk + 1 les contrôles deviennent des feedbacks de la
forme

uk = sk(y0, y1, . . . , yk−1)
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ou encoreuk estYk−1(u)mesurable pour toutk. Cette différence avec (2.2)
ne modifie pas la structure du probl`eme.

2.3. LE CRITÈRE

On cherche `a minimiser pouru ∈ Uad, le critère quadratique :

J(u)= 1

2
E

{
T−1∑
k=0

x′k Qxk + u′kRuk + x′T QT xT

}
(2.5)

où la matriceQ est semi-d´efinie positive et la matriceR est définie positive.
On peut faire d´ependre les matricesQ et R du temps. L’horizonT pourra
être infini auquel cas la matriceQT sera nulle.

Rappelons que le produit scalaire d’un espaceH k est défini par

〈x, y〉 = E(x′y) ,
de telle sorte que le crit`ereJ(u) a la forme,

J(u)= 1

2

{
T−1∑
k=0

〈xk,Qxk〉 + 〈uk, Ruk〉 + 〈xT,QT xT〉
}
. (2.6)

La situation est donc classique : “´etant donn´e un syst`eme linéaire sur un
espace de Hilbert, minimiser un crit`ere quadratique sur un ensemble de
contrôle formant lui-même un espace de Hilbert”. On va donc ´ecrire les
conditions d’optimalité (principe du minimum de Pontryagin). Et il s’agira
d’interpréter de fac¸on probabiliste ce principe du minimum.

On résoudra ce probl`eme en deux ´etapes. Dans la premi`ereétape on se
placera en observation compl`ete c.a.d. que l’on supposera queyk = xk pour
tout k ≥ 0. Dans la deuxi`emeétape on prouvera le th´eorème de s´eparation
montrant que la commande optimale, pour le probl`eme en observation in-
complète, est ´egal au feedback optimal obtenu dans le cas de l’observation
complète appliqu´e au meilleur estim´e de l’état (au lieu d’être appliqu´e à
l’ état lui même qui n’est pas accessible dans cette situation).

3. LE RÉGULATEUR LQG EN OBSERVATION COMPL̀ETE

On suppose dans ce paragraphe queyk = xk pour toutk ≥ 0.

LEMME 3.1. Le critèreJ(u) estα-convexe surUad, de dérivée :

〈J ′(u), v − u〉 =
T−1∑
k=0

〈B′ pk+1(u)+ Ruk, vk − uk〉 (3.1)

où pk est solution du syst`eme adjoint,

pk(u) = A′ pk+1(u)+ Qxk(u), pT(u) = QTxT (u) . (3.2)
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PREUVE. Notonsδu = v − u et δx = x(v) − x(u). L’application
u→ x(u) est affine continue deUad dansH n×(T+1) et doncJ estα-convexe
surUad, de dérivée

〈J ′(u), δu〉 =
T−1∑
k=0

〈Qxk(u), δxk〉 + 〈Ruk, δuk〉

+〈QTxT (u), δxT〉 . (3.3)

Mais on a

δxk+1 = Aδxk + Bδuk, δx0 = 0 , (3.4)

puisque la dynamique du syt`eme est lin´eaire.
Alors en faisant le produit scalaire de (3.4) parpk+1 et (3.2) parδxk et

en sommant surk la différence des r´esultats on obtient

〈pT, δxT 〉 =
T−1∑
k=0

[−〈Qxk, δxk〉 + 〈pk+1, Bδuk〉] ,

et donc

〈QxT , δxT 〉 +
T−1∑
k=0

〈Qxk, δxk〉 =
T−1∑
k=O

〈pk+1, Buk〉 .

Cette derniere formule et (3.3) donne alors le r´esultat par substitution.

LEMME 3.2 (Critère d’optimalité). Le contrôle u ∈ Uad est optimal si et
seulement si pour toutk = 0,1, . . . ,T − 1,

B′ p̂k
k+1(u)+ Ruk = 0 (3.5)

où p̂k
k+1 est l’espérance conditionnelle de l’´etat adjoint. Nous avons utilis´e

la notation :

p̂l
k(u) = E(pk(u) | X l ) (3.6)

oùX k désigne la tribu engendr´ee par(x0, x1(u), . . . , xk(u)).

PREUVE. Uad étant un espace de Hilbert (propositon 2.2) le contrˆole u
est optimal si et seulement si :

〈J ′(u), v − u〉 = 0, ∀v ∈ Uad. (3.7)

Prenons pourv :

vi = ui , ∀i 6= k, vk = uk + zk ,

aveczk de carré intégrable etX k-mesurable. Les tribusX k étant fixes, on a
v ∈ Uad. La condition (3.7) devient,

〈B′pk+1+ Ruk, zk〉 = 0 ,

ou encore,

E(z′k(B
′pk+1+ Ruk)) = 0 .

Comme cette relation est vraie pour toutzk,X k-mesurable, les propri´etés
des esp´erances conditionnelles (lemme 5.4), impliquent bien (3.5).
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THÉORÈME 3.3. La solution du probl`eme LQG en observation compl`ete
est donn´ee par le feedback lin´eaireuk = Kkxk avec

Kk = −(R+ B′Pk+1B)−1B′Pk+1 A , (3.8)

où la matrice semi-d´efinie positivePk est définie par

Pk = A′Pk+1A+ Q− A′Pk+1B(R+ B′Pk+1B)−1B′Pk+1A , (3.9)

PT = QT .

PREUVE. D’après la condition d’optimalit´e (3.5), il s’agit de trouver
une solution au syst`eme d’équations

xk+1 = Axk + Buk + wk, x0 = ξ ,
pk = A′ pk+1+ Qxk, pT = QT xT ,

uk = −R−1B′ p̂k
k+1 .

Supposons par r´ecurrence quêpl
l = Pl xl (où Pl est une matrice semi d´efinie

positive) pourl = k + 1 montrons le pourk. La condition est vraie pour
l = T puisque

p̂T
T = QT xT .

Par ailleurs,wk étant indépendante deX k et de moyenne nulle

p̂k
k+1 = Pk+1E(xk+1 | X k) = Pk+1E(Axk + Buk + wk | X k) ,

= Pk+1(Axk + Buk) .

D’après (3.5) on a

B′Pk+1(Axk + Buk)+ Ruk = 0 .

d’où l’on déduit le feedback :

uk = −(R+ B′Pk+1B)−1B′Pk+1 Axk .

Enfin, les relations

p̂k
k = A′ p̂k

k+1+ Qxk = A′Pk+1(Axk + Buk)+ Qxk ,

donnent, en remplac¸ant uk par (3.8), la conditionp̂k
k = Pkxk, où Pk est

donnée par (3.9).

REMARQUE 3.4. Le feedback ne d´epend pas de la covariance des bruits.
Il est donc le mˆeme que dans le cas d´eterministe (wk = 0, ∀k) (“principe
d’équivalence au certain”). Ce r´esultat est tr´es lié au cadre choisi ici. Il n’est
pas vrai en g´enéral.

EXERCICE 3.5. On peut montrer les r´esultats de ce paragraphe par la m´e-
thode de la programmation dynamique. Soit

V (x, k) = E
{

T−1∑
i=k

(x′i Qxi + u′i Rui )+ x′T QT x | xk = x

}
le coût optimal associ´e au syst`eme (2.1) partant de l’´etatx à l’instantk.
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1. Montrer queV(x, k) vérifie l’équation de la programmation dynami-
que

V(x, k) = min
u∈Rm
{x′Qx+ u′Ru+ E[V(xk+1, k + 1) | xk = x]} .

2. Montrer queV(x, k) est de la forme :

V(x, k) = x′Pkx + sk

où Pk est une matrice semi-d´efinie positive etsk un scalaire et donner
leséquations d’´evolution dePk et sk.

3. Montrer quePk vérifie (3.9).
4. Observer la relation entresk et la covariance des bruitsQ.

EXERCICE 3.6. On suppose le syst`eme contraint par un retard ded unités
de temps sur l’observation, c’est-`a-dire qu’à l’instantk ≥ d, on ne dis-
pose que des observations(x0, x1, . . . , xk−d). Montrer que la solution du
problème LQG correspondant est encore lin´eaire avec le mˆeme gain (3.8)
où on a remplac´e xk par la meilleure pr´ediction dexk à l’instantk − d, à
savoirx̂k−d

k = E(xk | X k−d).

4. LE PROBLÈME LQG EN OBSERVATION INCOMPL̀ETE

Au problème de commande
xk+1 = Axk + Buk + wk, x0 = ξ ,
yk = Cxk + vk ,

minu∈Uad J(u) = E

{
T−1∑
k=0

(x′kQxk + u′kRuk)+ x′T QxT

}
,

(4.1)

on associe le probl`eme de commande d´eterministe en observation compl`ete

(C)


xk+1 = Axk + Buk, x0 = 0 ,

minu∈Uad J(u) =
T−1∑
k=0

(x′kQxk + u′k Ruk)+ x′T QxT .
(4.2)

et le problème de filtrage

(O)

 xk = Axk−1 + wk−1, x0 = ξ ,
yk = Cxk + vk ,

E(xk | Yk) .

(4.3)

THÉORÈME 4.1. Le solution du probl`eme LQG en observation incompl`ete
est donn´ee par le feedback lin´eaire

uk = K c
k x̂+k (4.4)

où K c est le gain optimal du probl`eme de commande d´eterministeC et x̂+k
est donn´e

x̂k = Ax̂+k−1 + Buk−1 , (4.5)
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x̂+k = x̂k + K o
k (yk − Cx̂k) , (4.6)

où K o est le gain du filtre de Kalman associ´e au problèmeO.

PREUVE. Il suffit de reprendre la d´emarche utilis´e dans le cas de l’ob-
servation compl`ete, en remplac¸ant les tribusX k par les tribus d’observation
Yk, pour aboutir au crit`ere d’optimalité :

B′ p̂k
k+1+ Ruk = 0, p̂k

k+1 = E(pk+1 | Yk) . (4.7)

Supposons par r´ecurrence que :

p̂k+1
k+1 = E(pk+1 | Yk+1) = Pk+1x̂+k+1 ,

où Pk est la solution de l’´equation de Riccati donnant le gainK c. Grâceà
(4.7) et de (4.6) et `a l’orthogonalité deyk+1− Cx̂k+1 avecYk on obtient :

p̂k
k+1 = E( p̂k+1

k+1 | Yk) = E[ Pk+1(x̂k+1+ K o
k (yk+1− Cx̂k+1) | Yk] ,

= Pk+1x̂k+1 = Pk+1(Ax̂+k + Buk) .

On en déduit :

uk = −(Rk + B′Pk+1B)−1B′Pk+1 Ax̂+k ,

qui est (4.4) si l’on se rappelle de la valeur deK c (3.8).
Par ailleurs on a :

p̂k
k = A′ p̂k

k+1+ Qx̂+k = A′[ Pk+1(Ax̂+k + Buk)+ Qx̂+k ] = Pkx̂+k
en remplac¸antuk par (4.4) .

EXERCICE 4.2. Montrer que le contrˆoleur peutêtre vu comme la sortie du
système dynamique suivant dont l’entr´ee esty et la sortieu :

x̂+k+1 = ( I − K o
k+1)(A+ BKc

k)x̂
+
k + K o

k+1yk+1 ,

uk+1 = K c
k+1x̂+k+1 .

EXERCICE 4.3. Montrer le th´eorème de s´eparation lorsqu’il a un retard sur
l’observation en plus d’une observation incompl`ete c.a.d qu’`a l’instantk on
ne dispose que des informationsyl , l ≤ k− d, où d est un entier positif.

5. RAPPELS ET COMPĹEMENTS SUR L’ ESṔERANCE

CONDITIONNELLE

Soit (�,A, P) un espace de probabilit´e et (Xi )i∈I , une famille quel-
conque de v.a. d´efinies sur cet espace. On appelletribu engendréepar cette
famille et on noteB(Xi , i ∈ I ), la plus petite sous-tribu deA rendant mesu-
rable lesXi c’est-à-dire la tribu engendr´ee par les ensembles mesurables de
A, de la forme{Xi ∈ A}, i ∈ I , A borélien deR. SiB est une sous-tribu de
A, une v.a.X est diteB-mesurable, si {X ∈ A} ∈ B, pour tout bor´elien A.

Soit (Xi )i∈I unefamille finiede v.a., une v.a.Y estB(Xi , i ∈ I )-mesu-
rable si et seulement si il existe une fonction bor´elienne f surR|I | telle que
Y = f (X1, X2, . . . , X|I |).
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DÉFINITION 5.1. Deux sous-tribusB1,B2 sontindépendantessi

∀Bi ∈ Bi , i = 1,2, P(B1 ∩ B2) = P(B1)P(B2) ,

ou ce qui revient au mˆeme :

∀Yi ≥ 0, Bi −mesurable, i = 1,2, E(Y1Y2) = E(Y1)E(Y2) .

En particulier, une sous-tribuB et une v.a.X sont dite indépendantes si
les sous-tribusB etB(X) le sont.

LEMME 5.2. SiB est une sous-tribu deA, l’espaceL2(�,B, P) des v.a.
Y, B-mesurable et de carr´e intégrable, est un sous-espace de Hilbert de
l’espaceL2(�,A, P) de toutes les variables al´eatoires de carr´e intégrable
définies sur(�,A, P).

On pourra consid´erer une suite de Cauchy dansL2(�,B, P) (elle
converge dansL2(�,A, P)) et utiliser le fait que d’une suite convergente
dansL2 on peut extraire une sous-suite convergente avec probabilit´e 1 vers
la même limite.

DÉFINITION 5.3. L’espérance conditionnelle d’une variable al´eatoireY ∈
L2(�,A, P), par rapport `a une sous-tribuB deA, est définie comme la
projection orthogonale deY sur le sous-espace de HilbertL2(�,B, P). On
la noteE(Y | B). SiB = B(X), onécrira souventE(Y | X).

LEMME 5.4. L’espérance conditionnelleE(Y | B) est l’unique variable
aléatoire deL2(�,B, P) telle que pour toutZ ∈ L2(�,B, P) 3

E(ZY) = E(ZE(Y | B)).
E(. | B) a les propriétés suivantes :

1. B1 ⊂ B2⇒ E(Y | B1) = E(E(Y | B2) | B1); 4

2. Si Z estB-mesurable on aE(Z | B) = Z; 5

3. Y indépendante deB ⇒ E(Y | B) = E(Y). 6

6. RAPPEL SUR LES VARIABLES AĹEATOIRES

GAUSSIENNES

PROPOSITION6.1. Deux variables al´eatoires gaussiennes sont ind´epen-
dantes si et seulement si elles sont orthogonales (covariances nulles).

PROPOSITION6.2. Les esp´erances conditionnelles de vecteurs gaussiens,
coincident avec leurs r´egressions affines.

Si (X,Y) est un vecteur gaussien,E(X | Y) est la projection orthogo-
nale deX sur le sous-espace deL2(�,A, P), engendr´e par(1,Y), lorsque
X et Y sont de dimension 1 et plus g´enéralement lorsqueX (resp.Y) est

3Ce n’est autre que la caract´erisation par les produits scalaires, de la projection ortho-
gonale sur un sous-espace de Hilbert.

4En particulier,E[E(Y | B)] = E(Y).
5Plus généralementE(Y Z | B) = ZE(Y | B).
6Plus généralement siX estB-mesurable et siY est indépendante deB : E( f (X,Y) |

B) = ∫ f (X, y)PY(dy), où PY est la loi de probabilit´e deY.
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de dimensionn (resp.p) on trouve la projection orthogonale deX sur le
sous-espace deL2(�,A, P)n des vecteurs al´eatoires de la formeAY + b
où A est une matricen × p et b un vecteur de dimension n. Si var(Y) est
inversible,E(X | Y) s’écrit explicitement :

E(X | Y) = E(X)+ cov(X,Y)var(Y)−1[y− E(Y)] . (6.1)

PROPOSITION6.3. Si(X,Y1,Y2) est un vecteur gaussien,Y1 etY2 sont or-
thogonaux etx est centr´e on a :

E(X | Y1,Y2) = E(X | Y1)+ E(X | Y2). (6.2)



CHAPITRE 7

PROPRIÉTÉS DES RÉGULATEURS LQ

Le but de ce chapitre est de compl´eter l’étude de la m´ethode consistant
à optimiser un crit`ere quadratique pour calculer un r´egulateur d’un syst`eme
linéaire dans le cas o`u on observe l’´etat. On montre que, de cette mani`ere,
on peut placer les pˆoles du syst`eme boucl´e tout en respectant des marges
de stabilité importantes. D’autre part l’introduction de la notion de syst`eme
positif permet de montrer la robustesse du contrˆoleur à des nonlin´earités
grâceà un théorème de Popov assurant la stabilit´e d’un système positif en
contre réaction avec un syst`eme nonlinéaire vérifiant certaines propri´etés.
On donne d’autre part une introduction au calcul des r´egulateurs LQ dans
le domaine spectral par une m´ethode qui est une version optimisation du
filtrage de Wiener.

1. RAPPEL SUR LE ŔEGULATEUR LQ

On considère le syst`eme linéaire suivant

ẋ = Ax + Bu, x(t0) = ξ ,
où x(t) (resp. u(t)) est un vecteur de dimensionn (resp.m), ξ est un vecteur
de dimensionn, A est une matricen × n et B est une matricen × m. On
détermine la commande en minimisant le crit`ere

J(u) =
∫ t f

t0

(
x′ u′

) ( Q S
S′ R

)(
x
u

)
dt + x′(t f )P(t f )x(t f ) ,

où les matrices

(
Q S
S′ R

)
et P(t f ) sont positives etR est définie positive.

On a le résultat.

THÉORÈME 1.1. Si l’équation de Riccati

Ṗ + A′P + P A− (P B+ S)R−1(B′P + S′)+ Q = 0 ,

a une solution (coincidant ent f avec la matriceP(t f ) donné dans le crit`ere)
alors la commande optimale est donn´ee par

u∗ = −R−1(B′P + S′)x ,

et les fonctionnelles quadratiques de la trajectoire s’´ecrivent en fonction de
la commande optimale sous la forme

J(u)− x′(t0)P(t0)x(t0) =
∫ t f

t0

(u∗ − u)′R(u∗ − u)dt ,

et doncξ ′P(t0)ξ est le coût optimalJ∗.

99
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PREUVE. Supposons qu’il existe une solution `a l’équation de Ric-
cati (1.1) sur [to, t f ]. En utilisant les ´equations v´erifiées parP et paru∗
on a :(

x′ u′
)( Q S

S′ R

)(
x
u

)
= −x′ Ṗx− x′P Ax− x′A′Px+ x′(P B+ S)R−1(B′P + S′)x + 2x′Su+ u′Ru

= − d

dt
(x′Px)+ 2x′(P B+ S)u+ x′(P B+ S)R−1(B′P + S′)x + u′Ru

= − d

dt
(x′Px)− 2u′∗Ru+ u′∗Ru∗ + u′Ru .

Nous nous int´eressons surtout au cas particulierS= 0 dans la cas station-
naire. Rappelons le r´esultat important suivant.

THÉORÈME 1.2. Sous les hypoth`esesQ = CC′ avec la commandabilit´e
et l’observabilité du syst`eme(A, B,C) et R définie positive l’équation de
Riccati

A′P + P A− P BR−1 B′P + Q = 0

a une solution positive unique qui a l’interpr´etation

ξ ′Pξ = inf
u
{
∫ ∞

0
(x′Qx+ u′Ru)dt | x(0) = ξ, ẋ = Ax+ Bu} ,

et la commande optimale a pour valeur

u∗ = −R−1B′Px .

Le système command´e par ce feedback est stable.

2. PLACEMENT DE PÔLES PAR LE ŔEGULATEUR LQ

Nous reprenons l’expos´e de [60]. Considérons le probl`eme de r´egulation
temps invariant en horizon infini mono-entr´ee mono-sortie suivant

ẋ = Ax+ Bu, x(0) = ξ, y = Cx ,

J(u)=
∫ ∞

0
(y2+ ru2)dt ,

et étudions l’évolution des pˆoles du syst`eme boucl´e optimal (minimisant
J(u) par rapportu) lorsquer varie de 0à l’infini. Les pôles du syst`eme
bouclé optimal sont les z´eros de det(s I − A+ BK) avecK = r−1B′P où
P est solution de l’´equation de Riccati

A′P + P A− P Br−1 B′P + C′C = 0 .

THÉORÈME 2.1. Les pôles d’un sytème (A, B,C) mono-entrée mono-
sortie commandable et observable, boucl´e par un contrˆoleur LQ optimal
minimisant

∫∞
0 (y

2+ ru2)dt , sont les racines stables de

d(s)d(−s)+ r−1n(s)n(−s) = 0 ,
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où les polynômesn etd sont définis par

H (s) = C(s I − A)−1B = n(s)/d(s) ,

avecH irréductible.

PREUVE. A l’optimum le système satisfait(
ẋ
ṗ

)
=
(

A −Br−1B′

−C′C −A′

)(
x
p

)
.

Le changement de variable(
x
p

)
=
(

I 0
P I

)(
ξ

π

)
,

où P est solution de l’´equation de Riccati

A′P + P A− P Br−1 B′P +C′C = 0 ,

donne le syst`eme(
ξ̇

π̇

)
=
(

A− BK −Br−1B′

0 −A′ + K ′B′

)(
ξ

π

)
,

où K = r−1B′P. Et donc les pˆoles du syst`eme boucl´e (valeurs propres de
A− BK) sont des z´eros de

p(s) = det

(
s I − A Br−1 B′

C′C sI + A′

)
= 0 .

On a

p(s) = det(s I − A) det(s I + A′ − C′C(s I − A)−1Br−1B′)

= det(s I − A) det( I − C′C(s I − A)−1Br−1B′(s I + A′)−1) det(s I + A′)

= d(s)d(−s)(−1)n det(1− r−1B′(s I + A′)−1C′C(s I − A)−1B)

= d(s)d(−s)(−1)n
[
1+ n(s)n(−s)

rd(s)d(−s)

]
,

où nous avons utilis´e det( In − AB) = det( Im − B′A′) si A et B′ sont des
matricesn×m.

On en déduit les deux r´esultats suivants qui donnent les deux extr´emités du
lieu des pôles lorsquer varie de 0à l’infini. En pratique on commencera
parr = 0 et si on obtient des commandes trop grandes on augmenterar .

COROLLAIRE 2.2. La limite des pˆoles du syst`eme boucl´e optimal (lors-
quer tend vers l’infini) (contrôle cher) sont les pˆoles stables du syst`eme
en boucle ouverte et les sym´etrisés par rapport `a l’axe imaginaire du plan
complexe des pˆoles instables du syst`eme en boucle ouverte.

PREUVE. Lorsquer tend vers l’infini les pˆoles du syst`eme boucl´e opti-
mal vont converger vers les racines stables ded(s)d(−s) d’aprés la conti-
nuité des racines d’un polynˆomes par rapport aux coefficients du polynˆome.
Les racines ded(s)d(−s) étant sym´etriques par rapport `a l’axe imaginaire
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on peut s´eparer ces racines enn stables etn instables. On en d´eduit le
résultat.

COROLLAIRE 2.3. La limite des pˆoles du syst`eme boucl´e optimal (lorsque
r tend vers 0) (contrˆoles bon march´es) sont les z´eros stables du syst`eme
en boucle ouverte, et les sym´etrisés par rapport `a l’axe imaginaire du plan
complexe des z´eros instables du syst`eme en boucle ouverte, et les z´eros
à l’infini stables (c.a.d. les asymptotes dans le demi-plan gauche du plan
complexe solution de la courbe

s2(n−m) = (−1)n−m+1n2
0/r

où nous avons not´em le degré den etn0 son coefficient de plus haut degr´e),
et les sym´etrisés par rapport `a l’axe imaginaire des z´erosà l’infini instables.

PREUVE. Lorsquer tend vers 0 les pˆoles du syst`eme boucl´e restant `a
distance fini convergent vers les racines stables den(s)n(−s). Mais le degr´e
ded est sup´erieur au degr´e den. La courbe

d(s)d(−s)+ r−1n(s)n(−s) = 0 ,

se comporte pour less grand comme

(−1)ns2n + r−1(−1)−mn2
0s

2m = 0 ,

ce qui donne 2(n−m) racinesà l’infini qui sont solutions de

(−1)ns2(n−m) + (−1)−mn2
0/r = 0 ,

d’où le résultat.

3. APPROCHE FŔEQUENTIELLE DU RÉGULATEUR LQ

Nous suivons ici [59] en changeant la d´emonstration du th´eorème. La
relation entrée sortie du syst`eme temps invariant

ẋ = Ax+ Bu, x(0) = ξ, y = Cx ,

où x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm et y(t) ∈ Rp dans le domaine fr´equentiel1 vérifie
la relation

Y = HU +4, avecH = C(s− A)−1B, 4 = C(s− A)−1ξ .

Le critère quadratique

J(u)=
∫ ∞

0
(y′Qy+ u′Ru)dt ,

avec Q et R définies positives,(A, B,C) commandable et observable,
s’écrit dans le domaine fr´equentiel pour des commandesu stabilisant le

1Les transform´ees de Laplace bilat`eres de fonctions not´ees par des minuscules sont
notées par les majuscules correspondantes.
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système2

J(U) = 1/(2π)
∫ ∞
−∞

[(U [H [ +4[)Q(HU +4)+U [RU](iω)dω .

On veut minimiserJ(U) parmi les transform´ees de Laplace de com-
mandes causales (U est transform´ee de Laplace de fonction `a support sur
[0,∞)) stabilisant le syst`eme. Le résultaténoncé ne sera utile en pratique
que dans le cas o`u le système en boucle ouverte est stable et d’inverse stable.
Dans les autre cas des simplifiactions illicites peuvent intervenir (un z´ero et
un pôle du demi plan droit se simplifient). On sait r´esoudre cette difficult´e en
donnant une param´etrisation de toute les commandes stabilisantes (voir [59]
par exemple) mais on ne le fera pas dans ce paragraphe introductif.

Le fonction de transfertUo telle queU = Uo4 est appel´ee contrôleur
en boucle ouverte. On a alorsY = ( I + HUo)4 qui peut s’écrireY = ( I +
HU f )

−14 pour une fonction de transfertU f que l’on appellera contrˆoleur
en boucle ferm´e. Mais alors−U f Y = Uo4 et doncU f = −( I +UoH )−1Uo

donne explicitementU f en fonction deUo. Il reste donc `a calculerU opti-
mal.

THÉORÈME 3.1. La transform´ee de Laplace de la commande optimale est
donnée par

U = −F̃−1{(F̃ [)−1H [Q4}+, avecF̃ [ F̃ = H [QH + R .

où {.}+ désigne la partie causale etF̃ est transform´ee de Laplace d’une
fonction causale.

Dans le cas rationnel propre (degr´e du numérateur inférieur au degr´e du
dénominateur) et stable, cadre auquel nous restreigons,{.}+ revient aprés
une décomposition en ´eléments simples `a conserver les fractions ayant un
pôle dans le demi-plan gauche du plan complexe. Le r´esultat est analytique
dans le demi-plan droit.

PREUVE. En revenant dans le domaine temporel mais avec un point
de vue op´eratoriel la relation entr´ee sortie s’´ecrit y = h ∗ u + ξ où ∗
dénote l’opérateur de convolution etξ(.) dénote ici abusivement la r´eponse
du système pour une commande nulle et une condition initialex(0) = ξ . Le
contrôle u doit être vu ici comme la r´eponse impulsionnel d’un contrˆoleur,
et donc, doit ˆetre causal, c.a.d. `a support sur [0,∞). Le critère s’écrit alors

J(u)=
∫ ∞

0
[(ξ ′ + u′ ∗ h′)Q(h ∗ u+ ξ)+ u′Ru](t)dt ,

ce qui peut se r´eécrire puisque toutes les fonctions intervenant dans le crit`ere
sont causales

J(u)=
∫ ∞
−∞

[(ξ ′ + u′ ∗ h′)Q(h ∗ u+ ξ) + u′Ru](t)dt ,

2H [(s)
def= H ′(−s).
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et donc en utilisant les produits scalaires deL2((−∞,∞);Rn) noté Vn on
a

J(u) = 〈h ∗ u+ ξ,Q(h ∗ u+ ξ)〉Vp + 〈u, Ru〉Vm .

On doit minimiserJ(u) sur V+m
def= {u ∈ Vm : u(t) = 0, ∀t ≤ 0}. Ce

problème admet une solution unique puisqueQ est définie positive etR est
positive.

RéécrivonsJ(u) sous une autre forme3

J(u) = u[ ∗ (h[ ∗ Qh+ R) ∗ u+ 2ξ[ ∗ Qh ∗ u+ ξ[ ∗ Qξ ,

qui devient en utilisant la factorisation4 h[∗Qh+R= f̃ [∗ f̃ avec f̃ ∈ V+m2
5

et en passant dans le domaine fr´equentiel pour pouvoir justifier l’utilisation
d’inverse de convolution

J(u)= J(U) = ‖F̃U + (F̃ [)−1H [Q4‖2+4[Q4− ‖(F̃ [)−1H [Q4‖2 .
Minimiser J(U) revient alors `a minimiser

L(U) = ‖F̃U + (F̃ [)−1H [Q4‖2
= ‖{F̃U + (F̃ [)−1H [Q4}+‖2+ ‖{F̃U + (F̃ [)−1H [Q4}−‖2
= ‖F̃U + {(F̃ [)−1H [Q4}+‖2+ ‖{(F̃ [)−1H [Q4}−‖2 ,

puisque f̃ ∗ u ∈ V+m . Le contrôleur optimal vaut alors

U = F̃−1{(F̃ [)−1H [Q4}+ .

Pour achever la d´emonstration pr´ecédente on a besoin du lemme suivant qui
estégalement important pour obtenir des propri´etés qualitatives des r´egula-
teurs LQ.

LEMME 3.2 (factorisation). Si(A, B,C) est commandable et observable
on a

H [QH + R= F [RF ,

avec
F = I + K (s I − A)−1B ,

où K est obtenu en r´esolvant l’équation de Riccati du probl`eme LQ:

K = R−1B′P, A′P + P A− P BR−1 B′P + C′QC = 0 .

D’autre partF−1 est stable.

On appelleerreur de retourla fonction de transfertF car on peut la voir
comme la différence deI et de−K (s I − A)−1B retour de la boucle.

3〈 f, g ∗ h〉 = 〈g[ ∗ f, h〉.
4L’ existence d’une telle factorisation sera prouv´e dans le lemme suivant.
5On a noté Vm2

def= L2((−∞,∞);Rm×m).
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PREUVE. L’ équation de Riccati implique

(s I + A′)P + P(A− s I)− P BR−1B′P + C′QC = 0 .

En multipliant cette ´equationà gauche par−B′(s I + A′)−1 et à droite par
(s I − A)−1B et en ajoutantR− R on obtient

R+ H [QH = B′P(s I − A)−1B − B′(s I + A′)−1P B

−B′(s I + A′)P BR−1B′P(s I − A)−1B+ R ,

qui se réécrit

R(F − I )+ (F [ − I )R+ (F [ − I )R(F − I )+ R= R+ H [QH ,

d’où la première partie du th´eorème en remarquant que le membre de
gauche vautF [RF.

La stabilité de F−1 provient de la stabilit´e du syst`eme régulé par un
contrôleur LQ. En effet on a dans le cas mono-entr´ee

1− K (s I − A+ BK)−1B = (1+ K (s I − A)−1B)−1 , (3.1)

qui montre que le syst`eme optimal peut ˆetre vu comme la mise en feedback
avec une r´etroaction unitaire du syst`emeK (s I − A)−1B (qui correspond `a
ouvrir la boucle au niveau du contrˆole).

De ce lemme on d´eduit des r´esultats sur la marge de stabilit´e du syst`eme
par un contrˆoleur LQ optimal.

COROLLAIRE 3.3. Le syst`eme mono-entr´ee mono-sortie command´e par le
régulateur LQ optimal donne un lieu de Nyquist du syst`eme en boucle ou-
verte restant en dehors du cercle de rayon unit´e centré en(−1,0) dans le
plan complexe.

PREUVE. On a F [RF = R + H [QH grâce au lemme pr´ecédent et
puisque queQ ≥ 0 on a [F [RF]( jω) ≥ R et donc|F(Jω)| ≥ 1 mais
F(s) = 1+K (s I−A)−1B et donc le lieu de Nyquist deK (s I−A)−1B reste
en dehors du cercle de rayon unit´e centré en(−1,0). Le résultat découle
alors de l’interprétation de l’égalité (3.1).

REMARQUE 3.4. Il est intéressant de remarquer que l’on a obtenu ainsi
la commande optimale en feedback sur la sortie et non pas sur l’´etat. Ce
résultat ne sera applicable que dans le cas ou le syst`eme en boucle ouverte
est stable et d’inverse stable ce qui est rarement suffisant en pratique.

4. SYSTÈMES POSITIFS ET ROBUSTESSE DU ŔEGULATEUR

LQ

Ce paragraphe reprend des parties de [57, 56, 52]. On définit les
systèmes positifs. On montre que la synth`ese des contrˆoleurs par la m´ethode
LQ conduit à des syst`emes boucl´es positifs. On montre que ces syst`emes
restent stables lorsqu’ils sont soumis `a des perturbations nonlin´eairesà
condition qu’elles appartiennent `a des cˆones dont on precisera la fronti`ere.
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DÉFINITION 4.1 (Positivité). Le syst`eme linéaire6{
ẋ = Ax+ Bu ,
y = Cx+ Du ,

(4.1)

où

1. le triplet(A, B,C) est commandable et observable,
2. A est stable(λ(A) < 0),

est ditpositif si
∫∞
−∞ u′(t)y(t)dt ≥ 0 pour toutu à support compact.

EXEMPLE 4.2. Les syst`emesélectriques sans g´enérateur de courant ou de
tension sont positifs.

Par exemple une capacit´eC et une résistance en parall`eleRavec comme
entrée la tensionu et comme sortie l’intensit´e i totale traversant le circuit
(i = u/R+ Cu̇) est un syst`eme positif. En effet on a∫ ∞

−∞
uidt =

∫ ∞
−∞
(
u2

R
+ Cu

du

dt
)dt

= C
u2(∞)− u2(−∞)

2
+
∫ ∞
−∞

u2

R
dt =

∫ ∞
−∞

u2

R
dt ≥ 0 .

Le résultat suivant rassemble diverses caract´erisations des syst`emes positifs.

THÉORÈME 4.3 (Caract´erisation des syst`emes positifs). Si on appelle
H (s) la fonction de transfertD + C(s− A)−1B du système linéaire (4.1)
et si l’on noteT = H + H [ on a (1)· · · (5) sontéquivalents, avec :

1. le système (4.1) est positif,
2. <(H )(s) ≥ 0 ∀s : <(s) ≥ 0,7

3. T( jω) ≥ 0, ∀ω dansR,
4. ∃F fraction rationnelle r´eelle: T = FF [,

5. ∃P ≥ 0 :

[
Q = −A′P − P A S= C′ − P B

S′ R= D + D′

]
≥ 0 avec∫ t2

t1

yudt= [x Px] t2
t1 +

∫ t2

t1

[
x′ u′

] [Q S
S′ R

] [
x
u

]
dt .

PREUVE. • (3)⇒ (2)
La matrice de transfert ´etant propre elle n’a pas de pˆolesà l’in-

fini. Le systèmeétant exponentiellement stable n’a pas de pˆoles dans
le demi-plan droit au sens large (y compris l’axe imaginaire). La ma-
trice de transfert est donc analytique dans le demi-plan droit.

Grâce au principe du maximum<(H )(s) est positive dans tout le
demi-plan droit (ce qui est le r´esultat cherch´e) puisqu’elle est positive
sur l’axe imaginaire, nulle `a l’infini, analytiqueà l’intérieur du demi-
plan droit.

6Dans cette partie un syst`eme sera not´e par un quadruplet(A, B,C, D) lorsqueD 6= 0.
7<(s) note la partie r´eelle des, <(H )(s) def= H (s) + H ′(s̄).
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• (2)⇒ (1)
Le théorème de Parseval nous donne∫ ∞

−∞
u′(t)y(t)dt

= 1

2π

∫ ∞
−∞

u′( jω)y(− jω)dω

= 1

2π

∫ ∞
−∞

u′( jω)H (− jω)u(− jω)dω

= 1

2π

∫ ∞
−∞

u′( jω)H ′( jω)u(− jω)dω

= 1

4π

∫ ∞
−∞

u′( jω)(H ′( jω)+ H (− jω))u(− jω)dω .

On en déduit le résultat.
• (1)⇒ (3)

De la formule précédente on d´eduit le résultat. En effet s’il en
était autrementT( jω) serait négative au moins en un point et donc
dans un voisinage de ce point puisque cette fonction est analytique.
Alors en choisissantu à transform´ee de Laplace `a support dans ce
voisinage on obtiendrait une contradiction avec l’hypoth`ese

∫
u′y ≥

0.
• (5)⇒ (1)

0≤
∫ t2

t1

(x′ u′)
(

Q S
S′ R

)(
x
u

)
dt

=
∫ t2

t1

[−x′(A′P + P A)x + 2x′(C′ − P B)u+ u′Ru]dt

=
∫ t2

t1

(−x′Pẋ − ẋ′Px+ 2x′C′u+ u′Ru)dt

=
∫ t2

t1

(2x′C′u+ u′Ru)ds− [x′Px] t2
t1

= 2
∫ t2

t1

y′uds− [x′Px] t2
t1
.

Et donc

0 ≤
∫ ∞
−∞

[x′ u′]
[

Q S
S′ R

] [
x
u

]
dt = 2

∫ ∞
−∞

y′udt ,

pout toutu à support compact .
• (1)⇒ (5)

Soitu∗ la commande transf´erant le syst`eme de 0 `a x, minimisant∫ 0

−∞
u′ydt. Le coût optimal associ´e est quadratique, positif. Notons
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x′P∗x ce coût. Il satisfait l’équation de la programmation dynamique

(−Ax,2P∗x)+ inf
u

[(−Bu,2P∗x)+ (Cx+ Du,u)] = 0, ∀x ,

qui se réécrit

inf
u

(
x′ u′

)( −A′P∗ − P∗A C′ − P∗B
C − B′P∗ (D + D′)/2

)(
x
u

)
= 0, ∀x ,

et donc ( −A′P∗ − P∗A C′ − P∗B
C − B′P∗ (D + D′)/2

)
≥ 0 .

• (4)⇒ (3)
Si T se factorise enFF [ alors le théorème de Parseval nous

donne∫ ∞
−∞

u′ydt= 1

4π

∫ ∞
−∞

u′( jω)(H ( jω)+ H ′(− jω))u(− jω)dω

= 1

2π

∫ ∞
−∞
‖F( jω)u( jω)‖2dω ≥ 0 .

• (2)⇒ (4) (dans le cas mono entr´ee mono sortie)
H est rationnelle et s’´ecrit doncA(s)/B(s) alors :

<(T( jω)) = A( jω)B(− jω)+ B( jω)A(− jω)

2|B( jω)|2 .

Le numérateur est un polynˆome en les puissances paires deω, po-
sitif pour toutω, donc n’a pas de racines r´eelles simples, et donc se
factorise sous la forme∏

k

(s2+ αk + jβk)(s
2+ αk − jβk) = K (s)K (−s) ,

et donc

T(s) = A(s)

B(s)
+ A(−s)

B(−s)
= K (s)K (−s)

B(s)B(−s)
= F(s)F(−s) .

Dans le cas g´enéral on montrera (5)⇒ (4) en généralisant le
lemme de factorisation appliqu´e à P∗.

Ce théorème est souvent appel´e lemme positif r´eel.
Muni de ces caract´erisations des syst`emes positifs on peut ´enoncer un

théorème de stabilit´e de syst`emes nonlin´eaires.

THÉORÈME 4.4 (Popov). Etant donn´e le système dynamique positif (4.1)
command´e paru = −G(y), alors quelque soitG telle queu′y ≤ 0 le
système boucl´e est asymptotiquement stable au sens de Lyapounov.
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PREUVE. On démontre ici que la stabilit´e au sens de Lyapounov. On
utilise le théorème de Lyapounov avec la fonction de LyapounovV = x′Px
où P satisfait le lemme positif r´eel

V̇ = x′Pẋ + ẋ′Px ,

= x′P(Ax + Bu)+ (u′B′ + x′A′)Px ,

= −x′Qx+ x′(C′ − S)u+ u′(C − S′)x ,

≤ −x′Qx− x′Su− u′S′x − u′Ru puisquey′u ≤ 0 ,

≤ 0 (par le lemme positif r´eel) .

COROLLAIRE 4.5 (Critère du cercle). Dans le cas mono-entr´ee mono-
sortie, si la fonction de transfert [L+K H (s)]/[l+kH(s)] est positive réelle
pour k, l , K , L réels positifsk′ ou k diff érents de zerok/ l ≤ K/L réels
positifs alors le syst`eme nonlinéaire obtenu par un bouclage nonlin´eaire
y 7→ u vérifiant(lu + ky)(Lu + K y) ≤ 0 est asymptotiquement stable au
sens de Lyapounov.

PREUVE. Le système entr´ee sortiev 7→ z défini par

v = lu + ky, z= Lu+ K y ,

a pour fonction de transfert [L + K H (s)]/[l + kH(s)] si H désigne la
fonction de transfertu 7→ y. D’autre partvz ≤ 0 correspond `a (lu +
ky)(Lu + K y) ≤ 0. On est donc ramen´e au théorème de Popov pour le
systèmev 7→ z.

REMARQUE 4.6. Il suffit de remarquer que la zone du plan complexe
où <[(1 + K Z)(1 + kZ)] ≥ 0 est l’extérieur du cercleC de diamètre
(−1/k,−1/K ) pour comprendre que le crit`ere du cercle dit que “si le
lieu de Nyquist d’un syst`eme stable en boucle ouverte laisse sur sa gauche
le cercleC, le système en boucle ferm´e obtenu par le feedback statique
u = 9(y) est stable pourvu que le graphe de9 soit à l’intérieur du secteur
défini paru = −cy, k ≤ c ≤ K .”

EXERCICE 4.7. On consid`ere un syst`eme dont l’actuateur r´ealisant physi-
quement la commande peut “saturer” (c.a.d. ne peut pas d´epasser une va-
leur donnée). Ce syst`eme est command´e par une commande proportionnelle
(dans la zone de non saturation). Il est stable en boucle ouverte. Donnez une
condition sur le lieu de Nyquist de sa fonction de transfert en boucle ouverte
pour que le syst`eme en boucle ferm´e reste stable.

PROPOSITION4.8. Si l’on appelleH (s)
def= B̂′P(s − A)−1B̂ avec B̂ =

BR−1/2 la fonction de transfert du syst`eme optimal(A, B, I , Q, R)8, sup-
posé commandable, le transfertH/(1+ H/2) qui correspond au syst`eme
boucléS = (A− B̂B̂′P/2, B̂, B̂′P) est positif.

8Système(A, B, I ) optimisé au sens du crit`ere(Q, R)).
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PREUVE. L’ équation de Riccati du probl`eme LQ stationnaire et du gain
optimal associ´e s’écrit :

A′P + P A− P BR−1 B′P + Q = 0, K = R−1B′P .

On peut donc ´ecrire l’équation de Riccati sous la forme

(A− BK/2)′P + P(A− BK/2) + Q = 0 . (4.2)

Le système(A− BK/2, B̂, B̂′P) = (A− B̂B̂′P/2, B̂, B̂′P) est positif en
effet A− BK/2 est stable (carP est une fonction de Lyapounov acceptable
grâceà (4.2)) et positif puisqu’on peut lui appliquer le lemme positif r´eel en
utilisant P solution de (4.2) pourS= 0. Il suffit alors de remarquer que la
fonction de transfert de(A− BK/2, B̂, B̂′P) est bienH/(1+ H/2) pour
pouvoir conclure.

COROLLAIRE 4.9. La méthode LQ conduit `a des contrˆoleurs qui restent
stables pour toute perturbation ´eventuellement nonlin´eaire modifiant le gain
optimal de fac¸on multiplicative d’un facteur compris entre 1/2 et+∞.

PREUVE. Il suffit d’appliquer le critère du cercle avecL = 0, K = 1,
l = 1 etk = 1/2.

5. RAPPEL SUR LA STABILITÉ

Cette expos´e s’inspire largement de [56]. Nousétudions la stablit´e des
systèmes dynamiques en temps continu:

ẋ = f (x, t) x ∈ Rn, t ∈ R+, (5.1)

Aprés avoir rappel´e les principales definitions. Nous donnons trois crit`eres
de stabilité. Les critères de Lyapounov, Nyquist et Routh.

5.1. DÉFINITIONS DE LA STABILITÉ

Nous aurons besoin de quatre types diff´erents de stabilit´e. A chacune
de ces notions voisines est attach´ee une d´efinition précise. Nous supposons
que f (t,0) = 0 ∀t dans tout ce paragraphe.

DÉFINITION 5.1 (LS). Nous dirons qu’un syst´eme dynamique eststable au
sens de Lyapounovssi:

∀t0, ε ∃η : ‖x(t0)‖ < η⇒ ‖x(t)‖ ≤ ε ∀t > t0. (5.2)

Cette définition signifie qu’ “une faible perturbation de la condition ini-
tiale entraine une faible perturbation de la trajectoire”.

DÉFINITION 5.2 (LAS). Nous dirons qu’ un syst`eme dynamique est
asymptotiquement stable au sens de Lyapounovsi

1. le systeme est LS,
2. ∀t0 ∃R : ‖x(t0)‖ < R⇒ lim t→∞ x(t) = 0.

La deuxième condition indique que le syst`eme retourne `a 0.
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DÉFINITION 5.3 (ES). Nous dirons qu’un syst´eme dynamique est expo-
nentiellement stable si

∀t0, ∃k, c, R > 0 : ‖x(t0)‖ < R⇒ ‖x(t)‖ ≤ ke−c(t−τ)‖x(τ )‖, ∀t > τ ≥ t0 .

La condition indique que le syst`eme retourne `a 0 avec une vitesse expo-
nentielle.

DÉFINITION 5.4 (EBSB). Nous dirons qu’un syst´eme entr´ee sortie

y(.) = S(u(.))
est stable au sens entr´ee bornée sortie born´ee si

∀t0, ε, ∃η : ‖u(t)‖ < η, ∀t > t0⇒ ‖x(t)‖ ≤ ε, ∀t > t0. (5.3)

5.2. MÉTHODE DELYAPOUNOV

Elle consiste `a trouver une fonction qui mesure la “distance” `a l’origine
que l’on appelle fonction de Lyapounov, qui d´ecroit le long de la trajectoire
du système . Cette “distance” doit v´erifier un certain nombre de propri´etés.
Pour cela on introduit quelques d´efinitions.

DÉFINITION 5.5 (classe K). Une fonctiong de R+ dansR+ est dite de
classe K, ce qui est not´e g ∈ K , si g est continue, strictement croissante
et vérifie g(0) = 0.

DÉFINITION 5.6. Pour une fonctionV d’un espace norm´e dansR+ et g ∈
K on dit que :

1. V estdéfinie positivesi g(‖x‖) ≤ V(x), et V (0) = 0.
2. V estK-majoréesi V(x) ≤ g(‖x‖).
3. V estradialement non born´eesi g(‖x‖) ≤ V(x) et limy→∞ g(y) =
∞.

Etant donn´ee une fonctionV(x, t) définie positive, K-major´ee, radiale-
ment non born´ee deRn × R+ 7→ R+ on définit:

W(x, t) = (∂V

∂ t
+ f.∇V)(x, t).

On a alors :
dV

dt
(x(t), t) = W(x(t), t).

Le résultat s’énonce :

THÉORÈME 5.7 (Lyapounov). AvecW défini par (5.2), pour que le
systéme (5.1) soit

1. stable au sens de Lyapounov il suffit que:

∀x, t W(x, t) ≤ 0 ;

2. asymptotiquement stable au sens de Lyapounov il suffit que:

∀x, t W(x, t) ≤ −γ (‖x‖) .
pourγ ∈ K .



112 7. PROPRÍETÉS DES ŔEGULATEURS LQ

Dans le cas des syst`emes linéaires stationnaires le th´eorème de Lyapou-
nov se particularise.

COROLLAIRE 5.8. Si les deux matricesP et Q symétriques d´efinies posi-
tives vérifient l’équation de Lyapounov:

F ′P + PF = −Q (5.4)

le système :

ẋ = Fx (5.5)

est asymptotiquement stable au sens de Lyapounov.
Inversement si (5.5) est exponentiellement stable alors pour toute ma-

trice Q (5.4) a une solution unique.

PREUVE. Pour démontrer ce r´esultat dans le sens direct on utilise la
fonction de Lyapounov :

V(x) = x′Px ,

et puisqueQ est définie positive

∃δ : δ‖x‖2 ≤ x′Qx ∀x .
En définissant la fonctionγ ∈ K parγ : y ∈ R+ 7→ δy2 ∈ R+ on a

W(x) = x′(PF + F ′P)x ,

et donc
W(x) ≤ −x′Qx ≤ −γ (‖x‖) .

Inversement si (5.5) est ES alorsx(t) → 0 de façon exponentielle
lorsquet →∞ et donc

P =
∫ ∞

0
eF ′t QeF t dt ,

existe.
D’autre part,

F ′P + PF =
∫ ∞

0
(F ′eF ′t QeF t + eF ′t QeF t F) dt , (5.6)

=
∫ ∞

0

d(eF ′t QeF t)

dt
dt , (5.7)

= −Q . (5.8)

Il nous reste `a démontrer l’unicité de la solution de (5.4) sous la condition
de stabilité de (5.5). S’il en ´etait autrement l’´equation de SylvesterF ′P +
PF = 0 aurait une solution non nulle ce qui ne se produit que lorsque les
spectres deF et−F ′ ont une intersection non nulle (par exemple dans le
casP inversibleF ′P + PF = 0 se réécrit P−1F P = −F ′). Cela ne peut
arriver que si le syt`eme linéaire a des valeurs propres de part et d’autre de
l’axe imaginaire et donc si le syst`eme est instable.
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5.3. CRITÈRE DE NYQUIST

Le critère de Nyquist donne une condition de stabilit´e, dans le domaine
fréquentiel, des syst`emes linéaires stationnaires boucl´es par une r´etroaction
unitaire.

THÉORÈME 5.9 (Nyquist). Un syst`emeà contre réaction unitaire donc de
fonction de transfertH/(1+ H ) est stable ssi l’image parH (s) (fonction
de transfert du syst`eme direct c.a.d. sans la contre r´eaction) du contour du
demi-plan droit du plan complexe orient´e dans le sens inverse, not´e C, en-
toure le point−1, dans le sens direct, un nombre de fois ´egal au nombre de
pôles instables du syst`eme direct.

PREUVE. On note :

T(s) = H (s)

1+ H (s)
la fonction de transfert du syst`eme boucl´e. T sera stable ssi elle n’a aucun
pôle dans le demi-plan droit du plan complexe. Or

arg[1+ H (s)]C = 2π(P − Z)

où on désigne parP le nombre de pˆoles de 1+ H dans le demi-plan droit,
et Z le nombre de z´eros de 1+ Hdans le demi-plan droit.

Si T est stable on a
• 0 estégal au nbre de pˆoles dans le demi-plan droit deT ,
• qui estégal nbre de z´eros de 1+ H dans le demi-plan droit,
• qui estégal nbre de pˆoles de 1+ H dans le demi-plan droit, moins le

nbre de fois queH (C) entoure−1 dans le sens direct.
Et donc le nbre de pˆoles deH doit être égal au nbre de fois queH (C)
entoure−1 dans le sens direct.

On en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.10. Si le syst`eme direct est stable, le syst`eme boucl´e est
stable ssi le lieu de Nyquist c.a.dH (C) n’entoure pas−1 dans le sens direct.

5.4. CRITÈRE DE ROUTH

Il suffit de savoir déterminer le nombre de racines `a partie réelle positive d’un
polynôme pour pouvoir disposer d’un test de stabilit´e d’ un système linéaire sta-
tionnaire. C’est le crit`ere de Routh.

Avant de donner le crit`ere de Routh nous allons introduire des notions qui ont
un intérêt en elle mˆeme et qui servent `a démontrer la validit´e du critère — l’indice
de Cauchy d’une fonction, — les suites de Sturm de polynˆomes. Nous suivons
l’exposé de Gantamacher [58].

DÉFINITION 5.11 (Indice de Cauchy). L’indice de Cauchy d’une fraction ration-
nelle R(s) entrea et b, noté I b

a R(s), est la différence entre le nombre de sauts de
−∞ à+∞ et le nombre de sauts de+∞ à−∞ lorsquex varie dea àb.

PROPOSITION5.12. SiP(s) est un polynˆomeI b
a (P

′/P) est le nombre de racines
réelles de P(s) dans l’intervalle (a,b).
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PREUVE.
P′(s)
P(s)

= R(s)+
m∑

j=1

ni

s− si
,

où — R est sans pˆoles réels, —si sont les racines r´eelles deP avec la multiplicité
ni . Le résultat en d´ecoule immédiatement.

DÉFINITION 5.13 (Suite de Sturm). Une suite de Sturm dans l’intervalle(a, b) est
une suite de polynˆomes réelsP1(s), . . . , Pm(s) vérifiant

1. ∀x ∈ (a, b), ∀k > 0 Pk(s) = 0⇒ Pk−1(s)Pk(s) < 0 ;
2. Pm(s) 6= 0 ∀s ∈ (a, b) .

EXEMPLE 5.14. 1. Suite des d´erivées successives d’un polynˆome.
2. Suite des restes de divisions successives de polynˆomes.

P1 et P2 étant deux polynˆomes premiers entre eux, on d´efinit la suite de Sturm par

Pi = −reste(Pi−1, Pi−2) ∀i, i ≥ 2, i ≤ m .

Cette suite est bien une suite de Sturm puisque

∃Qi : Pi = Qi Pi+1 − Pi+2 .

Alors
Pi+1(s) = 0⇒ Pi (s)Pi+2(s) = −P2

i+2(s) ≤ 0 .

Les polynômesP1 et P2 étant premiers entre euxPi+1 et Pi+2 n’ont pas de racines
communes et doncPi (s)Pi+2(s) < 0.

Le théorème suivant ´etablit un lien entre l’indice de Cauchy et le nombre de
changements de signe en un points, noté V(s), d’une suite de Sturm.

THÉORÈME 5.15 (Sturm). SiP1, · · · , Pm désigne une suite de Sturm dans l’inter-
valle (a, b) on a :

I b
a (

P2

P1
) = V(a)− V(b) .

PREUVE. Pouri > 1, s variant dans l’intervalle(a, b) lorsquePi (s) s’annule,
puisquePk−1(s)Pk+1(s) < 0 le nbre de changements de signe de la suite ne varie
pas.

La variation du nbre de changements de signe ne provient donc que des chan-
gements de signe deP1, donc des passages par l’infini deP2/P1.

LorsqueP2/P1 passe de−∞ à∞ cela signifie queP1 et P2 était d’abord de
signe oppos´e puis de mˆeme signe il y a donc perte d’un changement de signe, de
façon analogue il y a gain de changement de signe dans l’autre situation. On en
déduit alors facilement le th´eorème.

PROPOSITION5.16. Si P est un polynˆome réel sans racine sur l’axe imaginaire

arg∞−∞ P(iω) = (n− 2k)π ,

où — n désigne le degr´e deP — k le nbre de racines deP dans le demi-plan droit.

PREUVE. On utilise le théorème de cauchy le long du contour de NyquistC
(bord demi-plan droit dans le sens retrograde). On obtient

argi∞
−i∞ P + argR=∞ P = −2πk .

Mais
argR=∞ P = argR=∞ sn = −nπ
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d’où le résultat.

Etant donn´e un polynômeP(s) de degré n

P(s) = a0sn+ b0s
n−1+ a1s

n−2 + b1sn−3+ · · · ,
on définit Q et R par

P(iω) = Q(ω)+ i R(ω) .

On peut alors utiliser arg(P(iω)) = arctanR(ω)/Q(ω) pour montrer

arg∞−∞ P(iω) = I∞−∞
T(ω)

S(ω)
,

avec
S(ω) = a0ω

n − a1ω
n−2 + · · · ,

T(ω) = b0ω
n−1 − b1ω

n−3+ · · · .
Pour cela if faut discuter selon la parit´e den.

On en déduit alors, en utilisant la propostion 5.16, le r´esultat suivant.

PROPOSITION5.17.

I∞−∞
T(ω)

S(ω)
= n− 2k .

On peuténoncer le th´eorème de Routh.

THÉORÈME 5.18 (Routh). Le nombre de variations de signe en∞, notéV(∞) de
la suite de Sturm

P1 = S, P2 = T, Pi+1 = −reste(Pi−1, Pi ) ,

estégal au nombre de racines deP dans le demi-plan droit, not´ek

V(∞) = k .

PREUVE. On applique le th´eorème de Sturm `a la suite de SturmPi dans l’in-
tervalle(−∞,∞). On a donc

V(−∞) − V(∞) = n− 2k .

Mais
V(−∞) = n− V(∞) ,

car la suite des degr´e (Pi ) est(n, . . . , 0) dans le cas r´egulier où aucun coefficient
de tête ne s’annule.

On définit le tableau de Routh construit surP

DÉFINITION 5.19 (Tableau de Routh).

a0 a1 a2 . . .

b0 b1 b2 . . .

c0 c1 c2 . . .

d0 d1 d2 . . .
...

...
...

avec
ci = ai+1 − bi+1

a0

b0
,

di = bi+1− ci+1
b0

c0
.
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Le tableau de Routh est ditrégulierlorsque les coefficients d’indice 0 ne s’annulent
pas au cours de la construction du tableau.

On a alors le r´esultat le plus important de ce paragraphe.

COROLLAIRE 5.20 (Critère de Routh). Dans le cas r´egulier, le nombre de chan-
gements de signe de la premi`ere colonne du tableau de Routh construit sur le
polyômeP estégal au nombre de racines dans le demi-plan droit deP.

PREUVE. Il suffit de remarquer que les signes de la premi`ere colonne du ta-
bleau de Routh donnent les signes des polynˆomes de la suite de Sturm construite
sur P en∞, puisque — la construction du tableau de Routh revient `a calculer
la suite de Sturm (5.18), — les coefficients d’indice 0 sont les coefficients des
monômes de plus haut degr´e .

EXEMPLE 5.21. 1. Le tableau de Routh deP(s) = (s−1)3 = s3−3s2+3s−1
s’écrit

1 3
−3 −1
8/3
−1

La première colonne pr´esente trois changements de signe, ce qui est le
résultat souhait´e puisqueP a trois fois la racine 1 qui est dans le demi-plan
droit.

2. Le tableau de Routh deP(s) = (s+ 1)3 = s3+ 3s2+ 3s+ 1 s’écrit

1 3
3 1

8/3
1

La première colonne n’a pas de changements de signe.P n’a pas de racines
dans le demi-plan droit.



CHAPITRE 8

PROBLÈMES

1. UNE GESTION DE STOCK

1.1. ENONCÉ

On considère la gestion, en temps discret, d’un stock d’un produit sou-
mis à des demandes al´eatoires not´eesvt (indépendantes et de mˆemes lois)
P(dv) où t représente la p´eriode de temps consid´erée.

L’ état du stock est not´e Xt il représente respectivement : — la quantit´e
en stock siXt ≥ 0, — moins la demande cumul´ee non satisfaite siXt < 0
(appeléedéfaillance d’approvisionnement).

Le stock est aliment´e par des commandes du produit faites ´eventuel-
lementà chaque p´eriode de temps. La quantit´e command´ee faite au d´ebut
d’une périodet est rec¸ue avant la fin de cette p´eriode. Elle est not´eeUt ≥ 0.

On considère deux coˆuts associ´es au fonctionnement du syst`eme sur une
période de temps

1. lecoût de stockage et de d´efaillancenoté f (x)
(a) lorsquex ≥ 0, f (x) est interprété comme le coˆut de stockage

de la quantit´e x,
(b) lorsquex < 0, f (x) est interprété comme le coˆut de defaillance

d’approvisionnement de niveau−x;
2. le coût de commandenoté g(u) (défini sur u ≥ 0) est suppos´e

concave croissant nul en 0.

1.1.1. QUESTION 1. Formulez le probl`eme de gestion pr´ecédent surT pé-
riodes de temps en terme de commande optimale stochastique.

Définissez la fonction de la programmation dynamique associ´ee.
Donnez l’équation récurrente en temps satisfaite par cette fonction

(équation de la programmation dynamique).

1.1.2. QUESTION 2. On consid`ere l’équation suivante :

(1+ λ)V(x) = min
u≥0

{∫
v

V(x + u− v)P(dv)+ g(u)

}
+ f (x) ,

où λ désigne un nombre strictement positif. De quel probl`eme de contrˆole
stochastique cette ´equation est elle l’´equation de la programmation dynami-
que?

Expliquez la méthode de gestion du stock d´eduite de la r´esolution de
cetteéquation.

117
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Supposonsf et g bornées et que l’on puisse en d´eduire queV soit
bornée, démontrez que le commande solution de cette ´equation est optimale
(c.a.d. qu’une autre d´ecision conduirait `a un coût supérieur).

1.1.3. QUESTION 3. On se place dans la situation de la premi`ere question.
On fait tendre vers l’infini le nombre de p´eriodes de gestionT on aimerait
comprendre le comportement asymptotique de la fonction de la programma-
tion dynamique. La solution de l’´equation de la programmation dynamique
admet des solutions de la forme comme−µT + W(x) pour une certaine
condition finale, o`u µ est un nombre r´eel positif.µ s’interprète comme le
coût moyen par p´eriode. On pourra num´eroter les p´eriodes par des nombres
negatifs. On num´erotera 0 la derni`ere période.

Quelle est l’équation que doit satisfaire le couple(µ,W)?
Quelle est la condition finale qui convient?
Ce couple est-il d´efini de façon unique?

1.1.4. QUESTION 4. On consid`ere qu’une p´eriode de temps a une dur´eeh.
µ s’interprète ici comme un coˆut par unité de temps.

A quel cas particulier de l’´equation pr´ecédente correspond l’´equation:

hµ = min

{
inf
u>0

[W(x + u− h)] −W(x)+ 1,W(x − h)−W(x)

}
+ hx2 ?

Ecrivez l’équation limite lorsqueh→ 0.
Résolvez explicitement cette derni`ere équation dans la classe desW

continues.
Vérifiez que la solutionW correspondante estC1.
Résumez en une phrase la strat´egie obtenue.

1.2. CORRIGÉ

1.2.1. QUESTION 1.

1. On veut résoudre :

min
Ut

t=0,··· ,T−1

E
T−1∑
t=0

[ f (Xt)+ g(Ut)] ,

sous les contraintes dynamiques:

Xt+1 = Xt +Ut − Vt, t = 0, · · · ,T − 1 .

2. La fonction de la programmation dynamique est d´efinie par :

V(t, x) = min
Us

s=t,··· ,T−1

E

{
T−1∑
s=t

[ f (Xs)+ g(Us)] | Xt = x

}
.
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3. L’équation de la programmation dynamique s’´ecrit alors :

V (t, x) = min
u∈R+

[∫
v

V(t + 1, x + u− v)P(dv)+ f (u)+ g(x)

]
,

V (T, x) = 0 .

1.2.2. QUESTION 2.

1. L’équation :

(1+ λ)V(x) = min
u≥0

{∫
v

V(x + u− v)P(dv)+ g(u)

}
+ f (x) ,

est l’équation de la programmation dynamique du probl`eme de com-
mande stochastique en horizon infini avec coˆut actualisé suivant :

min
Ut

t=0,··· ,∞
E
∞∑

t=0

1

(1+ λ)t+1
[ f (Xt)+ g(Ut)] ,

sous les contraintes dynamiques :

Xt+1 = Xt +Ut − Vt, t = 0, · · · ,∞ .

2. La méthode de gestion consiste en :
• la résolution de l’équation de la programmation dynamique

précédente qui nous donne le coˆut optimal V et la stratégie
de décision markovienne :

s : x 7→ u ∈ arg min
u≥0

[∫
v

V (x + u− v)P(dv)+ g(u)

]
,

• l’utilisation de la strat´egie optimale en commandant `a chaque
période la quantit´es(Xt) si le stockà l’instantt estXt .

3. Pour montrer que cette strat´egie est optimale on consid`ere une autre
stratégieZt,ω ne dépendant que du pass´e(Xs)s≤t des observations (ici
l’ état du syst`eme). Etudions alors, l’´evolution de 1/(1+ λ)t V(XZ

t )

où V est la solution de l’´equation de la programmation dynamique
et XZ désigne la niveau de stock en supposant que le syst`emeévolue
avec la politiqueZ. On a :

E
{

1

(1+ λ)t+1
V(XZ

t+1)−
1

(1+ λ)t V(XZ
t ) | XZ

s , s ≤ t

}
= 1

(1+ λ)t+1

[∫
v

V(XZ
t + Zt − v)P(dv)− 1

(1+ λ)t+1
V (XZ

t )

]
≥ 1

(1+ λ)t+1
[g(Zt)+ f (XZ

t )] ,

grâce successivement `a la définition de l’espérance conditionnelle
puisà l’équation satisfaite parV .
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En sommant surt allant de 0à l’infini ces inégalités et en utili-
sant le fait queV est bornée et en prenant l’esp´erance du r´esultat on
obtient:

V (x) ≤ E
{ ∞∑

t=0

1

(1+ λ)t+1
[ f (XZ

t )+ g(Zt)] | XZ
0 = x

}
.

Le même raisonnement montre que l’´egalité est atteinte pour la stra-
tégie optimale.

1.2.3. QUESTION 3.

1. On substitueV(t, x) par−µT + W(x) dans l’équation de la pro-
grammation dynamique de la question 1, on obtient :

µ+W(x) = min
u≥0

[
∫
v

W(x + u− v)P(dv)+ g(u)] + f (x) .

En prenant pour condition finaleV(0, x) = W(x) on vérifie par
récurrence arri`ere que−µT +W(x) est solution.

2. W est définieà une constante pr`es, en effet siW est solution,W+ k,
où k est une constante quelconque, est encore une solution.

1.2.4. QUESTION 4.

1. L’équation correspond au cas particulier :
• P(dv) = δh ou δh désigne la masse de Dirac enh;
• f (x) = hx2;
• g(u) = 0 si u 6= 0, g(u) = 1 siu = 0;
• on aégalement chang´eµ enhµ.

2. L’équation limite est :

0= min

{
inf
u>0

W(x + u)−W(x) + 1,−W′(x)+ x2− µ
}
.

3. La solution comporte deux r´egions. Dans la premi`ere région
l’ équation

−W′(x)+ x2− µ = 0 ,

est satisfaite (W étant défini au moins `a une constante pr´es on impose
W(0) = 0). On admet que cette r´egion est connexe. On a alors dans
cette zone :

W(x) = x3/3− µx .

µ étant positif cette fonction admet un minimum local enx = µ1/2

(la valeur du minimum ´etantm = −(2/3)µ3/2). Alors il y a trois
possibilités
• 2|m| ≤ 1 il n’existe pas de solutions continues;
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• 2|m| = 1 alors

W(x) =
{ |m| pourx ≤ s= −µ1/2,

x3/3− µx ailleurs,

est continue et convient donc;
• 2|m| > 1 alors les candidats possibles sont

W(x) =
{ |m| pourx ≤ s,

x3/3− µx ailleurs,

avecs ≤ S à déterminer. Mais il y a toujours une zone o`u
l’ équation n’est pas satisfaite et donc ces candidats ne convien-
nent pas.

Dans le seul cas possible, c.a.d le deuxieme cas,µ est déterminée par
l’ équation:−2m= 1 et doncµ = (3/4)2/3.

4. Le raccord entre les deux zones a lieu sur le maximum local de
x3/3− µx. Puisque avant ce maximum la fonction est constante le
raccord est bienC1.

5. On a ainsi obtenu une politique(s, S). Lorsque le stock descend en
dessous des on commande de fac¸on à se ramener `a S.

2. MAINTENANCE D’ UNE AUTOMOBILE

2.1. ENONCÉ

2.1.1. INTRODUCTION. On consid`ere la maintenance, en temps discret,
d’une automobile dont l’´etat de fonctionnement est modelis´e par une chaˆıne
de Markov à états en nombre fini. Dans une premi`ere partie on ´etudie
l’ évolution de l’état pour une politique de maintenance donn´ee. Dans une
deuxième partie on optimise la politique de maintenance.

On modélise l’évolution de l’état de notre automobile par une chaˆıne de
Markov. Chaque ´etat représente le niveau de d´egradation. L’état de fonc-
tionnement parfait est not´e 0. L’état d’épave inutilisable est not´e E. Les
états interm´ediaires sont repr´esentés par un entier compris entre 0 etE. La
probabilité de passer de l’´etatx à l’etat x + 1 pourx = 0,1, · · · , E − 1
est suppos´eeêtre indépendante dex et égaleà λ que l’on appelle taux de
dégradation. Les transitions vers les autres ´etats sont consid´erées comme
impossibles.

Une politique de maintenance consiste `a décider des instants o`u l’on
va chez le garagiste. On d´ecide d’un niveau de d´egradation inacceptable
qui lorqu’il est atteint entraine la r´eparation. On suppose qu’apr´es chaque
réparation (qui est instantan´ee) la voiture revient dans l’´etat de fonctionne-
ment parfait. On saute donc de l’´etat qui précéde l’état inacceptable `a l’etat
neuf avec la probabilit´eλ.

Dans la premi`ere partie on consid`ere la politique de maintenance o`u
l’ état inacceptable est l’´etat d’épave. On utilise la voiture sans aller chez
le garagiste jusqu’`a ce qu’elle soit devenue une ´epave (état E que l’on
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suppose ˆetre capable d’observer). On remplace alors la voiture instantan´e-
ment et on recommence avec cette derni`ere, suppos´ee avoir le mˆeme taux
de dégradation que la voiture pr´ecédente. On qualifie de na¨ıve cette poli-
tique de maintenance. Dans la deuxi`eme partie on am´eliore cette politique
en allantéventuellement plus tˆot chez le garagiste.

On considère les coˆuts suivants :

1. un coût cx associé au mauvais fonctionnement de la voiture, d´e-
pendant de son niveau de d´egradationx, que l’on paie tous les jours;

2. un coût de réparationkx qui est la somme d’un coˆut fixe et d’un coˆut
dépendant du niveau de d´egradation du v´ehicule (ce coˆut est pay´e
chaque fois que l’on a recours au service d’un garagiste; lorsqu’on
va chez le garagiste on n´eglige le coˆut de mauvais fonctionnement
du véhicule devant celui de r´eparation).

2.1.2. ETUDE DE LA CHAÎNE DE MARKOV ASSOCIÉE À LA POLITIQUE

NAÏVE.

1. Donnez la matrice de transition de la chaˆıne de Markov repr´esentant
l’ évolution de l’état la voiture sans politique de maintenance puis
avec la politique de maintenance na¨ıve. On appelleM cette derni`e-
re matrice. Dans la suite de ce paragraphe on est toujours dans cette
situation.

2. Calculez explicitement la probabilit´e pn
x d’être dans l’étatx à l’ins-

tantn. A l’instant 0 la voiture est suppos´ee neuve donc dans l’´etat 0
avec une probabilit´e 1.

3. Montrez quepn converge vers une unique mesure d’´equilibre que
l’on déterminera.

4. Déduisez des questions pr´ecédentes la formule :

1/E = lim
n→∞

∑
k=0

[n−l/E]

C(kE+l)
n λkE+l (1− λ)n−kE−l

pourl = 0,1, · · · , E − 1 où Cl
m désigne le nombre de combinaisons

del éléments parmim et [a] la partie entière dea.

2.1.3. OPTIMISATION DE LA POLITIQUE DE MAINTENANCE.

1. Formulez en terme de commande optimale stochastique le probl`e-
me d’entretien optimal dans le cas d’un horizon infini avec un taux
d’actualisationµ.

2. Donnez explicitement (le syst`eme d’équations scalaires) l’´equation
de la programmation dynamique `a résoudre permettant de calculer la
politique d’entretien optimale.

3. Donnez un algorithme de r´esolution de ce syst`eme d’équations.
4. Dans le cascx = x, kx = m ramenez la r´esolution de l’équation de

la programmation dynamique `a un problème d’optimisation scalaire
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(à expliciter) dans lequel le param`etreà optimiser est l’´etat de d´e-
gradation au dessus duquel on va chez le garagiste.

5. Etudiez l’asymptotiqueµ→ 0.

2.2. CORRIGÉ

2.2.1. ETUDE DE LA CHAÎNE DE MARKOV ASSOCIÉE À LA POLITIQUE

NAÏVE.
1. La matrice de transition de la chaˆıne de Markov repr´esentant l’évolu-

tion de l’automobile sans politique de maintenance est la matrice
(E + 1)× (E + 1) suivante :

1− λ λ 0 · ·
0 1− λ λ 0 ·
· · · · ·
0 · 0 1− λ λ

0 · · 0 1

 .
La matrice de transition de la chaˆıne de Markov repr´esentant l’évolu-
tion de l’automobile lorsque la politique de maintenance na¨ıve est
utilisé est la matriceE × E :

M =


1− λ λ 0 · ·

0 1− λ λ 0 ·
· · · · ·
0 · 0 1− λ λ

λ 0 · 0 1− λ

 .
2. NotantP la matrice associ´eeà la permutation

0→ 1→ 2→ · · · (E − 1)→ 0,

c.a.d.

P =


0 1 0 · ·
0 0 1 0 ·
· · · · ·
0 · · 0 1
1 0 · · 0

 ,
on a :

M = (1− λ) I + λP,

où I désigne l’identité. En utilisant l’équation de Fokker-Planck on
on obtient :

pn = δMn

où :
δ = ( 1 0 · · · 0

)
.

En utilisant alors la commutatitivit´e deI et P on obtient :

pn
x =

[
n∑

k=0

Ck
n(1− λ)n−kλk Pk

]
0x

.
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En utilisant la propri´eté Pk
0x = 1 si x = k moduloE, Pk

0x = 0 sinon,
on obtient

pn
x =

[(n−x)/E]∑
k=0

C(kE+x)
n (1− λ)n−kE−xλkE+x.

3. Les valeurs propres de la matriceM sont

(1− λ)+ λek2 jπ/E

en utilisant les propri´etés spectrales des matrices de permutation. La
matrice M est diagonalisable et admet la valeur propre 1 avec la mul-
tiplicit é 1. Les autres valeurs propres ont des modules strictement
inferieursà 1. On voit, en se plac¸ant dans la base propre, queMn

converge vers le projecteur spectral sur le vecteur propre associ´e à la
valeur propre 1. Or ce vecteur propre estp = (

1/E · · · 1/E
)
.

pn converge donc vers l’unique mesure de probabilit´e vérifiantq =
qM c.a.d.p.

4. En faisantx = l dans la formule donnant explicitementpn
x le résultat

de convergence de la question pr´ecédente donne pr´ecisément la for-
mule cherch´ee.

2.2.2. OPTIMISATION DE LA POLITIQUE DE MAINTENANCE.
1. La commandeu peut prendre deux valeursu = 0 signifie pas d’en-

tretien,u = 1 signifie un entretien. La matrice de transition de la
chaı̂ne de Markov control´eeXn est alors

Mu =


1− λ + uλ (1− u)λ 0 · ·

uλ 1− λ (1− u)λ 0 ·
· · · · ·

uλ 0 · 1− λ (1− u)λ
λ 0 · 0 1− λ

 .
Notantdu

x = kx si u = 1 et 0 sinon, on veut r´esoudre

min
U
E
∞∑

i=0

1

(1+ µ)i+1
(cXn + dUn

Xn
) .

2. Pour résoudre ce probl`eme on introduit la fonction de la programma-
tion dynamique

vx = min
U
E

{ ∞∑
i=0

1

(1+µ)i+1

[
cXn + dUn

Xn

]
| X0 = x

}
.

v vérifie l’équation de la programmation dynamique

0= min
u∈{0,1}

[(Mu − (1+ µ) I )v + du] + c.

Explicitant cette ´equation de la programmation dynamique, on ob-
tient :

(λ+ µ)vx = min{λvx+1 + cx, λv0 + kx} , ∀x = 0, · · · , E − 2.
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(λ+ µ)vE−1 = λv0 + kE−1 .

3. On peut r´esoudre ce syst`eme d’équations non lin´eaires par l’algo-
rithme de Howard qui consiste `a faire l’itération suivante : partant
du feedbacks, fixant pour chaque ´etat la décision d’entretien, on
améliore la strat´egie (au sens de la diminution du coˆut à optimiser)
en résolvant, dans un premier temps, pour toutx = 0, · · · , E − 2 :

(λ+ µ)wx = λwx+1+ cx, si sx = 0 ,

(λ+ µ)wx = λw0+ kx, si sx = 1 ,

(λ+ µ)wE−1 = λw0+ kE−1 ,

puis en calculant une nouvelle strat´egie en résolvant

min{λwx+1 + cx, λw0+ kx} .
L’application quià chaquex donne la commande r´ealisant le mini-
mum définit la nouvelle strat´egie.

4. Par la physique du probl`eme il est clair que la strat´egie optimale
prend la valeur 1 au dessus d’un niveau de d´egradation l et 0 en des-
sous. Pour une telle stat´egie on peut ´evaluer le coˆut moyen actualis´e
en résolvant l’équation de Kolmogorov sur la zone o`u on n’entretient
pas

(λ+ µ)vx = λvx+1 + x, ∀x < l ,

(λ+ µ)vl = λv0+m .

Ce système s’élimine facilement pour se ramener `a uneéquation li-
néaire

vk = v0ρ
k −8(k)/λ ,

avec

ρ = (λ+ µ)/λ ,
et

8(l) =
l−1∑
i=1

iρl−1−i ,

et donc

v0 =
m
ρ
+8(l)

λ(ρl − 1
ρ
)
.

Il reste alors `a optimiser cette fonction del par rapport `a l (qui pa-
ramétrise la strat´egie) pour avoir r´esolu notre probl`eme.

5. Lorsqueµ tend vers 0,ρl+1−1 se comporte comme(ρ−1)(l +1) et
φ(l) commel(l −1)/2. En approximantl −1 etl +1 parl on obtient
la formule simplifiéel ' √2m.
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3. TRANSPORT

On considère un probl`eme de gestion de voitures de location. On sup-
pose disposer de deux parkings dans lesquels les voitures peuvent ˆetre
louées et laiss´ees apr´es usage. Le contrˆole s’exerce uniquement par des
transports de voitures d’un parking `a l’autre. Onétudie un syst`eme dans
une version extrˆemement simplifi´ee. Certaines parties de l’analyse propos´ee
ci dessous s’´etendent `a des situations plus compliqu´ees. Les probl`emes de
transport, un peu r´ealiste, restent tr´es souvent des probl`emes ouverts.

3.1. ENONCÉ

3.1.1. D́EPLACEMENTS ALÉATOIRES. On dispose au total deN voitures.
On considère dans cette premi`ere partie les ´evolutions aléatoires, dues aux
seuls usagers, des nombres de voitures de chacuns des parkings, appel´es
A et B. Pourétudier ces d´eplacements on discr´etise le temps. On suppose
que le pas de discr´etisation en temps est tel qu’au plus une voiture puisse
être déplacée par un usager en une ´etape de temps. On appelleµ > 0 la
probabilité qu’une voiture ait le temps d’ˆetre déplacée de A vers B, en une
étape de temps, si le nombre de voitures deA n’est pas nul. La quantit´eµ
est suppos´ee indépendante du nombre de voitures deA 1. Si le nombre de
voitures de A est nul, la probabilit´e d’un déplacement de A vers B est 0. De
même on introduit la probabilit´e ν > 0 d’un déplacement de B vers A. On
aµ+ ν ≤ 1. On appelleXk le nombre de voitures dans A `a l’instantk.

1. Donnez la matrice de transition (M) de la chaˆıne de MarkovXk.
2. Soitx le nombre de voitures dans A `a l’instant 0, donnez l’´equation

vérifiée par les probabilit´es deXk = y, 0 ≤ y ≤ N, k > 0, vues
comme une fonction dek et dey.

3. Montrez que Xk admet une seule mesure invariante. Donnez
l’ équation satisfaite par cette mesure invariante. Calculez explicite-
ment cette mesure invariante2.

3.1.2. TRANSPORTS. On suppose maintenant que les voitures ne puis-
sent plus ˆetre déplacées aléatoirement mais qu’elles soient seulement trans-
portées par les responsables de la gestion des parkings. A chaque ´etape de
temps on doit d´ecider de transporter une voiture de A vers B (cela coˆutea)
ou de B vers A (cela coˆute b) ou de ne pas transporter (cela coˆute 0). On
veut transporter les voitures au moindre coˆut. On appelleXk la population
de A à l’instantk.

1. Donnez la matrice des coˆuts transition (C) de la chaˆıne de Bellman
Xk.

2. Soitx le nombre de voitures dans A `a l’instant 0, donnez l’´equation
vérifiée par les coˆuts minimaux de transport pour queXk = y, 0 ≤
y ≤ N, k > 0, vus comme une fonction dek et dey.

1On sait traiter le cas o`uµ et dépend du nombre de voitures deA.
2Le même problème est r´esolubleégalement pourn parkings.
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3. Donnez l’expression, en fonction deC, du coût minimal des trans-
ports, effectu´es en un nombre arbitraire d’´etapes, faisant passer le
nombre de voitures de A dex à y. Calculez explicitement ce coˆut
par des calculs dans l’alg`ebre min-plus. Comparez le r´esultatà celui
obtenu grâceà la stratégie optimale triviale que l’on pr´ecisera3.

3.1.3. D́EPLACEMENTS ALÉATOIRES ET TRANSPORTS. On suppose
maintenant que chaque p´eriode de temps soit d´ecompos´ee en deux parties
dans la premi`ere partie on transporte les voitures dans la deuxi`eme partie les
voitures sont d´eplacées de fac¸on aléatoire. Le transport et le d´eplacement se
font selon les protocoles indiqu´es aux sections pr´ecédentes.

1. On aimerait transporter les voitures de fac¸on à ce que la variable
aléatoire donnant le nombre de voitures dans A soit aussi concentr´ee
que possible (en r´egime stationnaire) autour d’une valeur donn´eey,
0 < y < N. Quelle politique stationnaire peut-on utiliser? Quel est
le support de la mesure invariante de la chaˆıne de Markov correspon-
danteà cette politique?

2. Pour obtenir ce r´esultat qualitatif, on peut r´esoudre le probl`eme de
commande stochastique sur un horizon infini avec actualisationα, et,
avec, en plus du coˆut de transport, un coˆut sur l’étatXk égalà 0 pour
Xk = y − 1, y, y + 1 et un coˆut égalà q, grand, ailleurs. Explicitez
l’ équation de la programmation dynamique correspondante. On la
donnera dans l’alg`ebre ordinaire et ´egalement sous forme matricielle
en utilisant l’algèbre min-plus. Donnez un algorithme de r´esolution
de ce syst`eme d’équations.

3.2. CORRIGÉ

3.2.1. D́EPLACEMENTS ALÉATOIRES.
1. La matrice de transition (M) de la chaˆıne de MarkovXk est :

M =


1− ν ν 0 · 0
µ 1− ν − µ ν · 0
· · · · ·
0 · µ 1− ν − µ ν

0 · 0 µ 1− µ


2. Si l’on pk

y la probabilité deXk = y on a

pk+1 = pkM, p0 = (0, · · · ,0,1,0, · · · ,0)
où le 1 est en positionx + 1.

3. Xk admet une seule mesure invariante car le graphe associ´e à M a
une seule composante fortement connexe puisqueµ > 0 etν > 0.
L’ équation satisfaite par cette mesure invariante. estp = pM. Pour
calculerp il faut donc résoudre la r´ecurrence lin´eaire du second ordre

µpx+1+ νpx−1 = (µ+ ν)px ,

3Le cas den parkings est moins trivial.
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µp1 = νp0

νpN−1 = µpN .

La solution de cette r´ecurrence est :

px = (ν/µ)x(1− ν/µ)/(1− (ν/µ)N+1) .

3.2.2. TRANSPORTS.
1. La matrice des coˆuts transition (C) de la chaˆıne de BellmanXk est

donnée par :

C =


0 b +∞ · +∞
a 0 b · +∞
· · · · ·
+∞ · a 0 b
+∞ · +∞ a 0


2. Si l’onvk

y les coûts optimaux pour queXk = y on a

vk+1 = vk ⊗ C, v0 = (+∞, · · · ,+∞,0,+∞, · · · ,+∞)
où le 0 est en positionx + 1.

3. L’expression, en fonction deC, du coût minimal de transport en un
nombre arbitraire d’´etapes, faisant passer le nombre de voitures A de
x à y est donn´e parC∗xy avec

C∗ = E ⊕C ⊕ C2 ⊕ · · ·CN .

où E est la matrice diagonale ayant des 0 sur la diagonale et des+∞
ailleurs. Le calcul deC∗ se fait facilement on obtient :

C∗ =


0 b b2 · bN

a 0 b · bN−1

· · · · ·
aN−1 · a 0 b
aN · a2 a 0

 .

Supposons quex > y le coefficientC∗xy = ax−y dans l’algèbre min-
plus soita(x−y) dans l’algèbre ordinaire qui correspond bien au coˆut
de transport desx − y voitures en trop de A. La politique optimale
consistant dans ce cas, bien sˆur, à transporter un `a unx − y voitures
de A vers B puis de ne plus rien transporter. Tout autre politique
nécessitera plus de transports. Tout transport ayant un coˆut positif.
Une autre politique ne peut pas ˆetre optimale.

3.2.3. D́EPLACEMENT ALÉATOIRES ET TRANSPORTS.
1. On peut utiliser la politique consistant `a transporter une voiture de

A vers B dès que l’état est sup´erieurà y, ne rien transporter si l’´etat
vaut y, transporter de B vers A si l’´etat est inférieurà y. La chaˆıne
de Markov admet alors une seule classe finale dont les ´etats sont
{y− 1, y, y + 1}. Son unique mesure invariante a pour support cette
classe finale.
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2. Considérons la matriceD ayant pour coefficientDxx′ = 0 si x =
y − 1, y, y + 1 toutx′ et q ailleurs. A partir deC et deD formons
la matriceC′ dont les coefficients sont obtenus en faisant la somme
termeà terme des ´eléments deC et deD. On remarque que la matrice
C′ est tridiagonale au sens de l’alg`ebre min-plus. L’équation de la
programmation dynamique actualis´ee s’écrit alors simplement

v × (1+ α) = C′ ⊗ (Mv) .
L’opérateur× signifie ici la multiplication habituelle au sens de
l’algèbre ordinaire.

On peutécrire cette ´equation de fac¸on classique au prix de beau-
coup plus de lourdeur :

(1+ α)vx = min{a+ µvx−2+ (1− µ− ν)vx−1+ νvx, (3.1)

µvx−1+ (1− µ− ν)vx + νvx+1, (3.2)

b+ µvx + (1− µ− ν)vx+1+ νvx2} + cx , (3.3)

pour toutx, 0 ≤ x ≤ N. où cx = 0 si x = y − 1, y, y + 1 et q
ailleurs.

On peut résoudre cette ´equation par l’algorithme de Howard.

4. GESTION DE ŔESERVOIR

On considère la gestion d’un barrage destin´e à produire de l’électricité.
On étudie d’abord l’évolution de l’état pour une commande ne d´ependant
pas de l’état du barrage. Dans une deuxi`eme partie on optimise la politique
de gestion du r´eservoir de fac¸onà maximiser l’énergie produite. On se place
dans une situation simple o`u des calculs explicites peuvent ˆetre effectu´es.

On modélise l’évolution du stock d’eau dans le barrage par une chaˆıne
de Markov. Chaque ´etat représente un niveau d’eau. On aE niveaux:
{0,1, · · · , E − 1}. La probabilité de passer de l’´etatx à l’etat x + 1 pour
x = 0,1, · · · , E − 2 est suppos´eeêtre indépendante dex et égaleàρ. Elle
correspond `a la probabilité d’un apport d’eau. Lorsque le stock est plein
(x = E − 1) un tel apport conduit `a un débordement et l’´etat reste `a E − 1.
La probabilité de passer de l’´etatx à x − 1 vautu avecO ≤ u ≤ 1− ρ
et sera consid´erée comme une commande `a optimiser dans la deuxi`eme
partie. Ce type de transitions correspond aux situations de turbinage du bar-
rage. Lorsque le barrage est vide on ne peut plus turbiner (u=0). La quantit´e
d’énergie produite `a chaque p´eriode de temps vautxu si le niveau d’eau
estx et le turbinageu. On veut maximiser l’´energie produite sachant que
lorsque le stock est plein on risque de d´eborder et lorsque ce stock est vide
on perd de l’énergie potentielle.

4.1. ENONCÉ

4.1.1. ETUDE DE LA CHAÎNE DE MARKOV POUR UNE STRAT́EGIE

CONSTANTE. On suppose ici que la strat´egie de gestion est constante en
temps et ind´ependante du niveau d’eausn

x = u,∀x,n où n désigne le temps.
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1. Donnez la matrice de transition de la chaˆıne de Markov repr´esentant
l’ évolution du stock d’eau pour cette politique. On appelleraM cette
matrice.

2. Donnez l’équation satisfaite par la loi marginalepn
x pour que le stock

soit au niveaux à l’instantn. On supposera donn´ee une loi initiale
p0.

3. Lorsquen augmente on suppose que cette loi marginale se station-
narise. On appellep cette loi de probabilit´e en régime stationnaire.
Quelleéquation satisfait elle?

4. Montrez qu’il y a unicité de ce r´egime stationnaire. On s’aidera de la
section ”base duN (A′)” du chapitre 1 du polycopi´e.

5. Discutez du support de cette mesure invariante en fonction deu.
6. En cherchantpx sous la formepx = Cβx (avec C et β deux

constantes positives), dans le casu > 0, on donnera une formule
explicite pourp.

7. Etant donn´e un taux d’actualisationλ, donnez l’équation satisfaite
par:

vλx = E{
∞∑
0

1/(1+ λ)n+1XnUn|X0 = x},

où Xn désigne l’état de la chaˆıne de Markov etUn sa commande `a
l’instantn.

8. Montrez queλvλ reste born´e lorsqueλ tend vers 0.
9. On fait un développement devλ sous la formeν/λ+w0+λw1+· · · .

Donnez un syst`eme d’équations caract´erisantν.
10. En déduire queν est un vecteur constant.
11. Quelle est l’interpr´etation probabiliste deν?
12. Calculez explicitementν.

4.1.2. OPTIMISATION DE LA POLITIQUE DE GESTION.

1. Formulez en termes de commande optimale stochastique le probl`eme
de gestion optimale dans le cas d’un horizon infini avec un taux d’ac-
tualisationλ.

2. Explicitez l’équation de la programmation dynamique correspon-
dante?

3. Montrez que la strat´egie est du type bang-bang. On supposera, dans
la suite du probl`eme, avoir d´emontré qu’en dessous d’un certain
stockα on ne turbine pas et qu’au dessus de ce seuil on turbine au
maximumu = 1− ρ.

4. On fait tendre `a nouveauλ vers 0 et on fait `a nouveau un
développement enλ de la fonction valeur. Donnez l’´equation
définissant le premier terme du d´eveloppement de la fonction de la
programmation dynamique.

5. Dans le cas o`u on a une contrainte de turbinage minimun (u ≥ γ ,
pourγ > 0) est impos´ee, indiquez une fac¸on de calculer le seuilα
déterminant la strat´egie optimale.
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4.2. CORRIGÉ

4.2.1. ETUDE DE LA CHAÎNE DE MARKOV POUR UNE STRAT́EGIE

CONSTANTE.

1. La matrice de transition de la chaˆıne de Markov repr´esentant
l’ évolution du stock d’eau pour la politique constante est:

M =


1− ρ ρ 0 · 0

u 1− ρ − u ρ · 0
· · · · ·
0 · u 1− ρ − u ρ

0 · 0 u 1− u

 .
2. L’équation satisfaite par la loi marginalepn

x pour que le stock soit au
niveaux à l’instantn est donn´ee par:

pn+1 = pnM .

3. Lorsquen augmente on cette loi marginale se stationnarise surp
satisfaisant:

p = pM .

4. Il y a unicité de ce r´egime stationnaire car la chaˆıne de Markov admet
une seule classe finale quel que soitu dès queρ > o.

5. On supposeρ > o.
Si u > 0 le support dep est l’espace tout entier.
Si u = 0 le support dep est l’étatE − 1.

6. En cherchantpx sous la formepx = Cβx on voit que:

β = ρ/u .
et donc:

C = (ρ/u− 1)/((ρ/u)E − 1) .

7. L’équation satisfaite parvλx est l’équation de Kolmogorov arri`ere:

(1+ λ)vλx = (Mvλ)x + xu ,∀x .

8. Le fait queλvλ reste born´e lorsqueλ tend vers 0 provient de la bor-
nitude dexu et de:∑

n

λ/(1+ λ)n+1 = 1 .

9. En identifiant les termes enλ et en conservant les deux premiers
termes on obtient le syst`eme d’équations:

ν = Mν ,

νx + w0
x = (Mw0)x + xu ,
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qui caractérise compl`etementν. En effet la premi`ere équation im-
plique queν est dans le noyau deM − I dont on sait qu’il est de
dimension 1. La deuxi`emeéquation multipliéeà gauche parp im-
plique pν = u

∑
x xpx qui détermine compl`etementν.

10. Puisqueν est dans le noyau deM − I et que
∑

x′ Mxx′ = 1, ν un
vecteur constant. On appellera encoreν la constante correspondante

11. Puisqueν =∑x xupx, ν s’interprète comme la moyenne du coˆut au
sens de la mesure invariantep.

12. Le calcul explicite deν revient a calculer la moyenne d’une loi
géométrique tronqu´ee. Notons:

S(β) =
∑

x=0,E−1

βx .

On a:
βS′(β) =

∑
0,E−1

xβx .

On en déduit :
ν = uβS′(β)/S(β) ,

avecβ = ρ/u et S(β) = (βE − 1)/(β − 1).

4.2.2. OPTIMISATION DE LA POLITIQUE DE GESTION.

1. Le problème de commande optimale stochastique s’´ecrit:

vλx = max
{Un,n=0,··· ,∞}

E{
∞∑

n=0

1/(1+ λ)n+1XnUn|X0 = x} ,

où Xn est la chaˆıne de Markov de matrice de transitionMu = M.
2. L’équation de la programmation dynamique correspondante s’´ecrit:

(1+ λ)vλx = max
0≤u≤1−ρ

(Muvλ)x + xu ,∀x .

3. La stratégie est du type bang-bang puisque

(Muvλ)x + xu

est linéaire enu pour toutx.
4. L’équation d´efinissant le premier terme du d´eveloppement de

la fonction de la programmation dynamique s’obtient comme
précédemment en conservant les deux premiers termes du
développement:

ν = max
0≤u≤1−ρ

Muν ,

νx + w0
x = max

u∈U ?
x

((Muw0)x + xu) ,∀x ,
où U ? désigne l’ensemble desu réalisant le minimum dans la
premièreéquation. La premi`ereéquation implique queν est un vec-
teur constant et que

U ?
x = [0,1− ρ]
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(la première équation indique seulement queν est constant et ne
donne pas d’information suru). Ces 2équations peuvent donc se
réécrire en une seule: rechercher la constanteν etw tels que

ν + wx = max
0≤u≤1−ρ

((Muw)x + xu) ,∀x .

5. Dans le cas o`u on a une contrainte de turbinage minimun (u ≥ γ ,
pour γ > 0) est impos´ee on pourra utiliser l’algorithme de Ho-
ward ou calculer explicitement la mesure invariante en utilisant le
caractère bang-bang de la strat´egie.

5. JEUX DE PILE OU FACE

On considère le jeu de pile ou face dans le cas born´e. Le joueur s’arrˆete
lorsqu’il a perdu une somme donn´eeà l’avance ou lorsqu’il a obtenu un gain
donné. Aprés quelques calculs sur ce probl`eme. On v´erifie qu’une politique
d’arrêt optimal du jeu avant sa fin normale ne conduit `a aucune am´elioration
de la moyenne des gains. On ´etudie l’influence d’un biais dans le tirage
sur l’espérance de gain. On estime le biais. On r´esout le probl`eme d’arrêt
optimal en observation incompl`ete dans le cas o`u le biais n’est pas connu
mais doitêtre estim´e pendant le jeu.

5.1. ENONCÉ

5.1.1. ETUDE DE LA CHAÎNE DE MARKOV ASSOCIÉ AU JEU DE PILE OU

FACE. On consid`ere une pi`ece ayant la probabilit´e p de tomber sur face.
On fait des tirages ind´ependants de la pi`ece. On commence le jeu avec une
sommex0. Lorsque la pi`ece tombe sur face on gagne 1. Lorsque la pi`ece
tombe sur pile on perd 1. Lorsque la fortune du joueur a atteint 0 ouF on
n’a plus le droit de jouer. La fortune reste donc `a la valeur atteinte pendant
lesétapes suivantes.

1. Donnez la matrice de transition de la chaˆıne de Markov repr´esentant
l’ évolution de la fortune du joueur. On appelleraM cette matrice.

2. Donnez l’équation satisfaite par la loi marginalepn
x pour que la for-

tune soit au niveaux à l’instantn.
3. Decrivez les classes finales et transitoires de cette chaˆıne de Markov.

4. Explicitez les mesures de probabilit´es invariantes extrˆemales de cette
chaı̂ne (voir le paragraphe base duN (A′) du chapitre 1 du poly-
copié).

5. On s’intéresse aux probabilit´es de gagner (terminer enF) et de
perdre terminer en 0. Donner les ´equations permettant de calculer
ces probabilit´es (voir le paragraphe base duN (A) du chapitre 1 du
polycopié).

6. Calculer explicitement les probabilit´es de gagner et de perdre dans le
casp = 1/2.
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7. Calculez explicitement le projecteur spectral sur l’espace propre as-
socié à la valeur propre 1 de la matriceM c.a.d. la matriceP sto-
chastique satisfaisant

PM = M P = P = P2

dans le casp = 1/2.
8. En déduire l’espérance math´ematique de gain du joueur dans le cas

p = 1/2.

5.1.2. MARTINGALES. Les joueurs ont toujours rˆevé de trouver la bonne
”martingale” leur permettant de gagner de l’argent grˆaceà une proc´edure
d’arrêt astucieuse. On se propose d’optimiser la proc´edure d’arrêt du jeu
(suppos´ee restreinte ici `a des temps de sortie d’ensemble d’´etats). On se
place dans le casp = 1/2. A chaque instant on a donc maintenant la pos-
sibilité de s’arrêter ou de continuer (d´ecision qu’il faut optimiser). Si on
s’arrête on conserve la fortune dont on dispose `a cet instant.

1. Formulez le probl`eme commande optimale stochastique correspon-
dant.

2. Explicitez l’équation de la programmation dynamique correspon-
dante.

3. Calculez la solution de l’´equation de la programmation dynamique
correspondante.

4. En déduire qu’il n’y a pas de proc´edure d’arrêt permettant
d’améliorer les gains.

5.1.3. SENSIBILIT É AU BIAIS. On suppose que la pi`ece a un biaisp =
(1 + ε)/2. On est dans la situation du paragraphe 2 (on n’optimise pas
l’instant d’arrêt).

1. Donnez l’equation de Kolmogorov permettant de calculer
l’espérance math´ematique du gain.

2. Calculez la solution de cette ´equation.
3. Calculez la sensibilit´e autour deε = 0 de l’espérance de gain c.a.d.

la dérivée par rapport `a ε de l’espérance de gain.

5.1.4. BIAIS INCONNU. On consid`ere la nouvelle version du jeu de pile
ou face suivant. On prend une pi`ece dont on ne connait pasp puis on joue
en optimisant l’arrˆet.

1. Donnez l’estimateur du maximum de vraisemblance dep.
2. Donnez l’équation de la programmation dynamique du probl`eme en

observation incompl`ete correspondant en supposant que l’estimateur
du maximum de vraisemblance est ´egalà l’espérance conditionnelle
de p connaissant le pass´e des observations.

3. Montrez que la politique optimale d’arrˆet n’est plus triviale.
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5.2. CORRIGÉ

5.2.1. ETUDE DE LA CHAÎNE DE MARKOV ASSOCIÉ AU JEU DE PILE OU

FACE.

1.

M =


1 0 0 · 0

1− p 0 p · 0
· · · · ·
0 · 1− p 0 p
0 · 0 0 1

 .
2.

pn = pn−1M,

p0 = ( 0 · 0 1 0 · 0
)
,

où le 1 est en positionx0.
3. Il y a 2 classes finales :

f1 = {0},
f2 = {F},

et 1 classe transitoire :

t = {1, · · · , F − 1}.

4. Il y a 2 mesures de probabilit´es invariantes extrˆemales :

q1 = ( 1 0 · 0
)
,

q2 = ( 0 · 0 1
)
.

5. La probabilités de gagner (terminer enF) est solution de :

Aχ2 = 0 surt, χ2
0 = 0, χ2

F = 1.

La probabilité de perdre (terminer en 0) est solution de :

Aχ1 = 0 surt, χ1
0 = 1, χ1

F = 0.

6. Dans le casp = 1/2 on a :

χ2
x = x/F,

χ1
x = 1− x/F.

7. Le projecteur spectral sur l’espace propre associ´e à la valeur propre
1 de la matriceM vaut :

P = χ1⊗ q1 + χ2⊗ q2.
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Dans le casp = 1/2 on a :

P =


1 0 · 0 0

1− 1/F 0 · 0 1/F
· · · · ·

1/F 0 · 0 1− 1/F
0 0 · 0 1

 .
8. L’espérance math´ematique de gain du joueur dans le casp = 1/2

est :

Fχ2
x0
= x0.

5.2.2. MARTINGALES.

1. SoitB ⊂ E = {0,1, · · · , F} on doit résoudre:

vx = max
B
E(XνB | X0 = x),

où νB désigne le temps de sortie deB et Xn la chaˆıne de Markov
décrivant l’évolution de la fortune du joueur.

2. L’équation de la programmation dynamique correspondante s’´ecrit:

vx = max{x, [Mv]x}, ∀x ∈ E.

3. La solution de cette ´equation est:

vx = x.

4. Il est donc indifférent de s’arrˆeter ou de continuer puisque le max est
atteint simultan´ement parx et Mv.

5.2.3. SENSIBILIT É AU BIAIS.

1. L’equation de Kolmogorov donnant l’esp´erance math´ematique du
gain est:

v = Mv surt, v0 = 0, vF = F.

2. Cetteéquation vectorielle s’explicite compl`etement:

vx = 1/2[vx+1+ vx−1 + ε(vx+1− vx−1)] sur t .

et donc en posantα = (1− ε)/(1+ ε) on a:

vx = F
1− αx

1− αF
.

3. Le développement asymptotique `a 2 l’ordre est:

vx = x + εx(F − x)+ o(ε).
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5.2.4. BIAIS INCONNU.

1. L’estimateur du maximum de vraisemblance dep est obtenu en
maximisant par rapportp la vraisemblanceCy

n py(1 − p)n−y avec
y le nombre de fois o`u face aété obtenu dans un tirage de longueur
n dans lequel 0 ouF n’ont pasété atteint. On obtient̂p = y/n.

2. L’équation de la programmation dynamique du probl`eme en horizon
fini et en observation incompl`ete (en supposant que l’estimateur du
maximum de vraisemblance est ´egalà l’espérance conditionnelle de
p connaissant le pass´e des observations) est alors :

vn[x, p] = max{x, pvn+1[x + 1, (np+ 1)/(n+ 1)]
+ (1− p)vn+1[x − 1,np/(n+ 1)]},
∀n < N, ∀x ∈ [o, F ], ∀p ∈ [0,1] ,

vn[0, p] = 0, vn[F, p] = F, ∀p, ∀n < N,

vN [x, p] = x, ∀x, p.

3. Cetteéquation n’admet plusx pour solution et donc la politique op-
timale d’arrêt n’est plus triviale. Il n’est plus indiff´erent de sarrˆeter
ou de continuer.

6. PROCESSUS DE CALCUL

On modélise un processus de calcul. On ´etablit le lien avec un probl`emes
de contrôle d’une chaˆıne de Markov. On ´evalue la relation entre le nombre
entrées et le nombre de sorties par des calculs dans l’alg`ebre min-plus.

6.1. LE PROCESSUS DE CALCUL

On considère un processeur constitu´e d’un multiplieur et d’un addition-
neur séparé par des m´emoires appel´ees A. Ce processeur est charg´e de faire
le calculaen + b pour une suite infinie d’entr´eesen. On suppose que lesen

peuvent s’accumuler dans des m´emoires (appel´ees B) au fur et `a mesure de
leurs arrivées avant leurs traitements. Le processus de calcul fonctionne de
la façon suivante.

1. Le multiplieur dès qu’il a terminé la multiplication précédente re-
garde s’il existe une donn´eeen à traiter et s’il a l’ autorisation de
commencer. Si c’est la cas il fait la multiplication qui dure 2 tops
d’horloge et il met le r´esultat dans une des m´emoires A. Ce faisant il
a consomm´e une autorisation de multiplier.

2. L’additionneur d`es qu’il a terminé l’addition précédente regarde s’il
y a une donn´ee dans A. Si c’est le cas il fait l’addition qui dure 1 top
d’horloge, affiche le r´esultat et envoie une nouvelle autorisation au
multiplieur dés que l’addition est termin´ee.

3. A l’instant initial le multiplieur dispose de 2 autorisations.
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Le but de ces autorisations de calcul est d’´eviter l’écrasement des donn´ees
dans la m´emoire A car sa capacit´e est limitéeà 2.

On appelle compteurs les fonctions du temps discrett (nbre de tops
d’horloge) donnant le nombre de donn´ees arrivées dans B (Ut), le nombre
de multiplications commenc´ees (X1

t ), le nombre d’additions commenc´ees
(X2

t ) et le nombre de r´esultats affich´es (Yt) du top 0 jusqu’au topt .
On appelle de mˆeme dateurs les fonctions du num´ero d’événementn

donnant la date (Un) à laquelle est disponibleen dans B, la date (X1
n) à

laquelle la multiplication numerot´een commence, la date (X2
n) à laquelle

l’addition numerotéen commence et la date (Yn) de l’affichage numerot´en
.

6.2. ENONCÉ

1. Montrez que le syst`eme d’équations r´egissant les compteurs est

X1
t = min{Ut ,2+ X2

t−1,1+ X1
t−2} ,

X2
t = min{X1

t−2,1+ X2
t−1} ,

Yt = X2
t−1 .

avec les conditions initiales:

X1
0 = X1

−1 = X2
0 = 0 .

2. Aprés avoir fait une augmentation d’´etats et une inversion du temps
interprétez ce syst`eme d’équations en terme de contrˆole optimal
d’une chaˆıne de Markov (´etats, contrˆoles, matrices de transition, coˆut
à optimiser, type du probl`eme).

3. Ecrivez ce syst`eme d’équations sous forme matricielle en utilisant
l’algèbre min-plus .

4. Montrez que le syst`eme s’écrit Xt = A⊗ Xt−1lorsqueU0 = +∞.
CalculezAn pourn = 2, · · · ,5. Par quelle relation sont li´es A⊗3 et
A⊗5?

5. Qu’en deduisez vous sur le comportement asymptotique deAt

lorsquet tend vers l’infini. Interpr´etez ce r´esultat physiquement.
6. Réécrivez le syst`eme récurrent initial dans l’alg`ebre min-plus.
7. En utilisant les s´eries génératrices min-plus d´efinies pour une suite
{Xt, t ∈ N} par

X̂(δ) =
⊕
t≥0

Xtδ
t

montrez qu’il existe une s´erie Ĥ telle queŶ = Ĥ ⊗ Û (on précisera
le sens de ce produit⊗ de séries). On calculera explicitement̂H en
utilisant la notationS∗ = 0⊕ S⊕ S⊗2⊕ · · · pour S une série enδ
(cet opérateur∗ sertà résoudre certaines ´equations lin´eaires que l’on
explicitera).
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8. En déduire que la relation entr´ee (U ) sortie (Y) est une inf-
convolution4 de l’entrée avec une fonction que l’on interpr´etera phy-
siquement. On indiquera l’exp´erience physique permettant d’obtenir
cette fonction sans faire de calcul.

9. Donnez le syst`eme d’équations r´egissant les dateurs.

6.3. CORRIGÉ

1. Il s’obtient en exprimant les contraintes impos´ees sur les nombres de
tâches effectu´ees jusqu`a un instantt par le multiplieur et l’addition-
neur

X1
t ≤ Ut ,

X1
t ≤ 2+ X2

t−1 ,

X1
t ≤ 1+ X1

t−2 ,

X2
t ≤ X1

t−2 ,

X2
t ≤ 1+ X2

t−1 .

et en remarquant que fonctionnant au plus vite une des trois
premières contrainte et une des deux derni`eres contraintes sont ne-
cessairement satur´ees.

2. En introduisant l’´etat suppl´ementaireX3
t = X1

t−1 et en faisant le
changement de tempst ′ = −t on obtient le nouveau syst`eme

X1
t ′ = min{Ut ′ ,2+ X2

t ′+1,1+ X3
t ′+1} ,

X3
t ′ = X1

t ′+1 ,

X2
t ′ = min{X3

t ′+1,1+ X2
t ′+1} ,

Yt ′ = X2
t ′+1 .

Les 3 premièreséquations sont les ´equations de la programmation
dynamique d’un probl`eme de contrˆole de chaˆıne de Markov `a trois
états (l’état est not´e Z), 2 contrôles (le contrˆole est not´e V) et la pos-
sibilité de s’arrêter, en horizon fini, de matrices de transition

M1 =
 0 1 0

0 0 1
1 0 0

 , M2 =
 0 0 1

0 1 0
1 0 0

 ,

de coût

c1 =
 2

0
0

 c2 =
 1

1
0

 .

Le critèreà minimiser s’ecrit

Xi
t ′ = min

V,ν
E{

inf(ν,0)∑
s=t ′

cVs
Zs
+ 1ν≤0Uν | Zt ′ = i } ,

4On rappelle que l’inf-convolution de 2 fonctionsf et g notée f ? g est définie par
[ f ? g](z) = infx( f (x)+ g(z− x)).
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où ν est un temps d’arrˆet que l’on optimise (chaque fois que la chaˆıne
passe dans l’´etat 1 on peut d´ecider de s’arrˆeter et de payerUs (si
l’instant correspondant est s) ou de continuer).

3. On peut ´ecrire l’équation de la programmation dynamique en utili-
sant l’algèbre min-plus sous la forme:

Xt = A⊗ Xt−1⊕ B⊗Ut ,

Yt = C ⊗ Xt−1 .

avec

A =
 +∞ 2 1
+∞ 1 0

0 +∞ +∞

 B =
 0
+∞
+∞

 X0 =
 0

0
0


C = ( +∞ 0 +∞ )

.

4. LorsqueU0 = +∞ on aXt = A⊗t X0 puisqueB⊗Ut = +∞ puisque
lesUt sont croissants.

A3 =
 2 3 2

1 2 1
1 3 2

 , A5 =
 3 4 3

2 3 2
2 4 3

 .
On constate queA5 = 1⊗ A3.

5. Pour toutn ≥ 3 on aAn+2 = 1⊗ An. Physiquement cette p´eriodicité
correspond `a un remplissage du pipeline de calcul. Une fois ce pi-
peline rempli, le processeur va `a la vitesse du multiplieur qui est la
ressource la plus lente du syst`eme.

6. Le système récurrent initial s’écrit dans l’algèbre min-plus

X1
t = Ut ⊕ 2⊗ X2

t−1⊕ 1⊗ X1
t−2 ,

X2
t = X1

t−2⊕ 1⊗ X2
t−1 ,

Yt = X2
t−1 .

7. En multipliant parδt et en sommant ent on obtient le syst`eme

X̂1 = Û ⊕ 2⊗ δ ⊗ X̂2⊕ 1⊗ δ2⊗ X̂1 ,

X̂2 = δ2⊗ X̂1⊕ 1⊗ δ ⊗ X̂2 ,

Ŷ = δ ⊗ X̂2 .

En utilisant le fait quea∗b est solution deX = a ⊗ X ⊕ b on peut
éliminer successivement̂X2 puis X̂1. On obtient alors (l’op´erateur⊗
des séries5 ne sera plus not´e dans la suite)̂Y = Ĥ(δ)Û , avec

Ĥ(δ) = δ(1δ2⊕ 2δ(1δ)∗δ2)∗(1δ)∗δ2 ,

= δ3(1δ)∗(1δ2)∗ .

5défini parŜ⊗ T̂ =⊕t [
⊕

s Ss⊗ Tt−s]δt .
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8. Par identification avec

Ĥ(δ) =
⊕

t

Ht ⊗ δt

on peut déterminer les coefficientsHt. L’expression̂Y = Ĥ(δ)⊗ Û
montre alors que

Yt = inf
s≥0
{Ht−s+Us}

c.a.d. queY est obtenu en faisant l’inf-convolution de l’entr´ee U
avec H qui peutêtre consid´erée comme la r´eponse impulsionnelle
du système.

Physiquement les coefficientsHt de la réponse impulsionnelle
sont obtenus en rendant disponible une suite infini de donn´eesà
l’entréeà l’instant 0 et en observant le nombre de sorties obtenu jus-
qu’a l’instantt .

9. La modélisation dateur du processeur s’´ecrit

X1
n = max{Un,1+ X2

n−2,2+ X1
n−1} ,

X2
n = max{2+ X1

n,1+ X2
n−1} ,

Yn = 1+ X2
n .

7. FILTRAGE ET COMMANDE EN OBSERVATION

INCOMPLÈTE

7.1. ENONCÉ

Les deux questions sont ind´ependantes bien qu’il y ait une progression
dans les notions utilis´ees.

7.1.1. FILTRAGE. On consid`ere une chaˆıne de Markov `a 2 états dont la
probabilité de sauter de l’´etat 1à l’état 2 est ´egaleà celle de sauter de l’´etat
2 à l’état 1 et vautp inconnu pouvant prendre les valeursp1 ou p2 avec
0 < pi < 1 pour i = 1,2. On observe la trajectoire de la chaˆıne. On
suppose qu’a priori il y ait une probabilit´e de 1/2 pour que la valeur dep
soit p1 et donc une valeur de 1/2 pour qu’elle soitp2. Au départ la chaˆıne
de Markov est dans l’´etat 1.

1. Ramenez le calcul de la probabilit´e a post´eriori que p soit égal à
p1 (aprésn observations de l’´etat)à un problème de filtrage d’une
chaı̂ne de Markov sur un autre espace d’´etats.

2. Donnez l’équation récurrente satisfaite par l’esp´erance condition-
nelle pour quep = p1 ou p2 connaisant la trajectoire pass´ee des
états de la chaˆıne initiale.

3. Supposons avoir observ´e la suite d’états (1,2,1,1). Quelle est la pro-
babilité conditionnelle quep = p1.

4. Supposons avoir observ´ek changements d’´etats pourN+1 observa-
tions quelle est la probabilit´e conditionnelle pour quep = p1.
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5. Supposons quep = p1 montrer que la probabilit´e conditionnelle
précédente tend vers 1 lorsque le nombre d’observations tend vers
l’infini.

7.1.2. MAINTENANCE. On veut assurer la maintenance d’un groupe
électrogène d’une centrale nucl´eaire servant `a assurer l’existence d’une
source d’électricité en cas de panne de la centrale. En r´egime normal le
groupe ne fonctionne pas donc on ne sait s’il est en ´etat de fonctionner ou
non. Pour le savoir on doit le tester. A chaque p´eriode de temps on doit donc
décider de le tester ou pas. On consid`ere qu’il n’a que deux ´etats possibles
soit il fonctionne soit il ne fonctionne pas. Si on le teste on observe l’´etat
mais cela coˆute le prix du test (k1) plus le coût de remplacement (k2) s’il
ne fonctionne pas (remplacement que l’on fait syst´ematiquement en cas de
panne). A la suite du remplacement le syst`eme fonctionne n´ecessairement.
Si on ne le remplace pas le syst`emeà une probabilit´e p (0 < p < 1) d’ˆtre
en panne `a la fin du test. On prend donc un risque que l’on voudrait ´eviter.
Pour cela on affecte un coˆut k0 à l’état de panne. L’´etat peut donc prendre 2
valeurs: 1) fonctionne, 2) fonctionne pas. L’observation peut donc prendre
trois valeurs: 1) on n’a pas test´e et donc rien observ´e 2) on a test´e et observ´e
que le syst`eme ne fonctionne pas, 3) on a test´e et observ´e que le syst`eme
fonctionne. Au d´ebut de la gestion le syst`eme est en ´etat de fonctionnement.

1. Donnez les 6 matrices de transitions (de sauter d’un ´etatà un autre)
indéxées par l’observation faite et la commande utilis´ee.

2. La probabilité conditionnelleqn d’être dans un ´etat sachant le pass´e
des observations et des commandes(o`u n indique la période de
temps) est une chaˆıne de Markov dont l’´etat vit sur l’espace des pro-
babilités chargeant les deux ´etats possibles (q ∈ R2, q1 + q2 = 1,
q1,q2 ≥ 0). A chaque ´etape elle saute dans cet ensemble selon la va-
leur de l’observation. Caract´erisez le point d’arriv´ee en fonction du
point de départ ainsi que la probabilit´e pour que ce saut ait lieu.

3. Exprimez le crit`ereà optimiser en terme de cette esp´erance condi-
tionnelle lorsque l’on g`ere le syst`eme surN périodes.

4. Donnez l’équation de la programmation dynamique permettant de
déterminer la d´ecision optimale de tester ou non le mat´eriel en fonc-
tion du pass´e des observations et des commandes (ou ce qui revient
au même en fonction de la valeur de l’esp´erance conditionnelle de
l’ état connaissant le pass´e des observations et des commandes).

5. Donnez les grandes lignes d’une m´ethode effective de calcul de cette
commande optimale.

7.2. CORRIGÉ

7.2.1. FILTRAGE.

1. Le problème de filtrage consiste `a considérer la chaˆıne observ´e à 4
étatsF = {(1, p1), (2, p1), (1, p2), (2, p2)} les observations pos-
siblesétant au nombre de 2. L’observation vaut 1 si la chaˆıne est
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dans l’ensemble d’´etats

{(1, p1), (1, p2)}
et vaut 2 si la chaˆıne est dans l’ensemble

{(2, p1), (2, p2)} .
La matrice de transition de sauter d’un ´etat dans un autre et d’obser-
ver 1 vaut

M1 =


1− p1 0 0 0

p1 0 0 0
0 0 1− p2 0
0 0 p2 0

 ,

celle d’observer 2 vaut

M2 =


0 p1 0 0
0 1− p1 0 0
0 0 0 p2

0 0 0 1− p2

 .

On vérifie queM1 + M2 est une matrice stochastique.
2. La loi initialeq0 est donn´ee par la matrice

q0 =
(

1/2 0 1/2 0
0 0 0 0

)
,

où la première ligne correspond `a l’observationy = 1 et la deuxième
à y = 2.

Pour obtenir la probabilit´e conditionnelle (not´eeq3) que p = p1

ou p = p2 aprés les observations (1,2,1,1) il faut faire les produits
matricielles

q01M2M1M1

et renormaliser le r´esultat pour en faire une probabilit´e soit

q3 = 1

c

(
(p1)2(1− p1) 0 (p2)2(1− p2) 0

)
,

avecc = (p1)2(1− p1)+ (p2)2(1− p2) et donc la probabilit´e pour
que p = p1 est la probabilit´e pour que la chaˆıneétendu soit dans un
des 2 premiers ´etats c.a.d.

(p1)2(1− p1)/c .

3. Les formules pr´ecédentes se g´enéralisent auk changements d’´etats
pourN observations. La probabilit´e conditionnelle pour quep = p1

vaut
(p1)k(1− p1)N−k

(p1)k(1− p1)N−k + (p2)k(1− p2)N−k
.

On appelleraαN cette probabilit´e.
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4. Si p = p1 d’aprés la loi des grands nombres on a

lim
N

k/N = p1

presque sˆurement.
On peut réécrireαN sous la forme

1

1+
[
(p2)k/N (1−p2)(N−k)/N

(p1)k/N (1−p1)(N−k)/N

]N .

Mais
(p2)k/N(1− p2)(N−k)/N

(p1)k/N(1− p1)(N−k)/N

et presque sˆurement aussi voisin de

(p2)p1
(1− p2)p1

(p1)p1
(1− p1)1−p1

qu’on le veut.
La fonction

p 7→ pp′(1− p)1−p′

atteint son maximum au mˆeme point que la fonction

p 7→ p′ log(p)+ (1− p′) log(1− p)

qui est concave. Le maximum est atteint pourp = p′ et donc[
(p2)k/N(1− p2)(N−k)/N

(p1)k/N(1− p1)(N−k)/N

]N

tend vers 0 presque sˆurement.

7.2.2. MAINTENANCE.
1. L’espace d’´etats estE = {1,2} où x = 1 correspond `a l’état de

fonctionnement etx = 2 à l’état de panne.
L’espace des commandes estF = {1,2} où la commandeu = 1

correspond `a la décision de ne pas tester etu = 2 à la décision de
tester.

L’espace des observations estG = {0,1,2} où y = 0 correspond
à l’absence d’observation,y = 1 correspond `a l’observation d’un
état de panne,y = 2 correspond `a l’observation de l’´etat de marche.

Si on note parMuy les 6 matrices de transition on a

M10 =
(

1− p p
0 1

)
, M11 =

(
0 0
0 0

)
, M12 =

(
0 0
0 0

)
,

M20 =
(

0 0
0 0

)
, M21 =

(
0 0
1 0

)
, M22 =

(
1− p p

0 0

)
.

On vérifie que ∑
x′,y

Muy
xx′ = 1,∀x,u .
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2. Si on appelleq la probabilité conditionnelle d’un ´etat connaissant le
passé des commandes et des observations jusqu’`a l’étapen, la pro-
babilité conditionnelle (q′(u)) à l’étapen+ 1 dépend de la valeur de
la commandeu priseà l’instantn et prend les valeurs
• q′(1) = qM10 avec la probabilit´e 1 (probabilité pour quey =

0) ;
• q′(2) = ( 1 0

)
avec la probabilit´eqn

2 (probabilité d’observer
une panne compte tenu de l’observation du pass´e, dans le cas
où on a test´e le système);
• q′(2) = qM22/q1 avec la probabilit´eq1 (probabilité d’observer

le système en ´etat de fonctionnement compte tenu des observa-
tions pass´ees, dans le cas o`u on a test´e le système).

3. Le critèreà optimiser

min
U
E

[
n∑
0

cUn

Xn

]
,

où Un désigne la suite des d´ecisions prises etXn la suite des ´etats de
la chaˆıne de Markov avec

c =
(

0 k1

k0 k0+ k1 + k2

)
,

où la première colonne correspond `a la commande 1 et la deuxi`eme
colonne à la commande 2. Ce crit`ere se r´eécrit en utilisant l’
espérance conditionnelleqn calculéeà la question pr´ecédente

min
U
E

[
n∑
0

∑
x

qn
x cUn

x

]
.

4. qn étant un processus de Markov l’´equation de la programmation
dynamique en horizon fini s’´ecrit

vn(q) = min{vn+1(qM10)+ q2k0,

vn+1
((

1 0
))

q2+ vn+1(qM22/q1)q1+ q.c2} ,
où

vn(q) = min
U
E

[
N∑
k

∑
x

qk
xcUk

x | qn = q

]
.

5. Pour résoudre ce probl`eme il va falloir se ramener au contrˆole d’une
chaı̂ne de Markov ayant un nombre fini d’´etats et donc discretiser
l’ensembleq ∈ R2,q1 + q2 = 1,q1,q2 ≥ 0 en un ensemble fini `a
p+ 1 valeurs en{[0,1], [h, (p− 1)h], · · · , [1,0]} avech = 1/p et
approximer les sauts faits par l’esp´erance conditionnelle de telle sorte
qu’elle reste sur le maillage. On est ensuite ramen´e à un problème
classique de chaˆınes de Markov `a états finis dans le cas de l’observa-
tion complète (l’espérance conditionnelle est en effet observ´e).
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8. STRATÉGIES

On veutétudier la maintenance d’un syst`eme de production comprenant
une suite infini d’étapes. On suppose que le syst`eme n’a que deux ´etats
possibles: soit il fonctionne (x = 1), soit il ne fonctionne pas (x = 0).
Si le système ne fonctionne pas, on consid`ere que cela coˆute 1 (manque `a
gagner pour une ´etape). La politique de maintenance du syst`eme consiste `a
décider de tester ou non le syst`eme avant chaque ´etape de fonctionnement.
Le prix du test (et de la remise en ´etatéventuelle) estα. Si on ne teste pas le
système (u = 0) avant une ´etape, il a une probabilit´eε de tomber en panne
à la fin de cette ´etape (pendant l’´etape correspondante il fonctionne). Si on
le teste (u = 1) et s’il ne fonctionne pas, il est remis en ´etat pendant une
étape (il ne fonctionne donc pas pendant cette ´etape mais il sera en ´etat de
marcheà l’étape suivante). Si au cours du test on s’apercoit qu’il fonctionne
normalement, le syst`eme est entretenu, et on est assur´e (probabilité 1) qu’il
ne tombera pas en panne `a la fin de l’étape du test.

Une politique stationnaire consiste `a décider, en fonction de l’´etat
du système à l’étape pr´ecédente, de tester ou non le syst`eme, et ceci
indépendamment du num´ero de l’étape consid´erée.

8.1. ENONCÉ

Pour chaque politique stationnaire donnez :

1. la matrice de transition de l’´etat du syst`eme,
2. la ou les mesures invariantes extrˆemales des chaˆınes de Markov cor-

respondantes (celles dont le support est le plus petit possible lorsqu’il
y en a plusieurs),

3. leséquations de Kolmogorov donnant le coˆut de chacune de ces po-
litiques, dans le cas d’une infinit´e d’étapes actualis´ees avec un taux
λ > 0,

4. les comportements asymptotiques (premier terme) de ces coˆuts
lorsque le taux d’actualisation tend vers 0.

Quelle est la meilleure politique, dans le cas actualis´e, avec un taux
d’actualisation tendant vers 0, lorsqueε est petit, beaucoup plus petit queα
(on supposera ´egalement queα < 1)?

On détermine maintenant la politique optimale par la programmation
dynamique.

1. Explicitez l’équation de la programmation dynamique d´eterminant
la politique optimale, pour un nombre infini d’´etapes, dans le cas
actualisé avec le tauxλ.

2. Donnez le syst`eme d’équations d´eterminant la politique optimale
lorsque le taux d’actualisation tend vers 0 (on pourra supposer qu’`a
l’optimum la chaˆıne de Markov a une mesure invariante unique).
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3. Calculez explicitement la politique optimale en adaptant l’algorithme
de Howard au cas o`u le taux d’actualisation tend vers 0. On initiali-
sera l’algorithme avec la politique consistant `a ne jamais faire de
maintenance, et on fera les it´erationsà la main.

8.2. CORRIGÉ

1. Il y 4 stratégies stationnaires d´efinies par les applicationsSde{0,1}
dans{0,1}. Si Sij désigne la fonctionS prenant la valeuri en 0 et
j en 1, et si l’on noteMij la matrice de transitionMSij , on a les 4
matrices de transition :

M00 =
(

1 0
ε 1− ε

)
, M01 =

(
1 0
0 1

)
,

M10 =
(

0 1
ε 1− ε

)
, M11 =

(
0 1
0 1

)
,

donnant l’évolution du syst`eme pour chacune des politiques pos-
sibles.

2. Pour déterminer le nombre de mesures invariantes extrˆemales il suffit
de compter le nombre de classes finales. Pour la politiqueS01 il y
en a 2. Dans les autres cas il y en a une. Notons les, sous forme
de vecteurs lignes (lorsqu’il y en a 2 on les donnera sous forme de
matrice (2 lignes)). On appellepi j la matrice des mesures invariantes
extrêmales associ´eesà la stratégieSij . Elle vérifie pi j = pi j Mi j . Ces
mesures sont extrˆemales si et seulement si leurs supports sont des
classes finales. On a :

p00 = ( 1 0
)
, p01 =

(
1 0
0 1

)
,

p10 = ( ε/(1+ ε) 1/(1+ ε) ) , p11 = ( 0 1
)
.

3. Si l’on notevi j la fonction valeur associ´ee à la chaˆıne Mij et aux
coutsci j définis par

c00 =
(

1
0

)
, c01 =

(
1
α

)
, c10 =

(
1+ α

0

)
, c11 =

(
1+ α
α

)
,

leséquations de Kolmgorov pour un probl`eme actualis´e avec un taux
λ sont alors :

(1+ λ)vi j = Mij vi j + ci j .

4. Le premier terme du d´eveloppement (lorsqueλ tend vers 0) est donn´e
(voir petite classe) par la moyenne au sens de la ou des mesures inva-
riantes des coˆuts instantan´es. Il est de la formeν i j /λ pour la politique
Sij avecν i j donné parpi j ci j (dans le cas d’une seule classe finale les
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composantes deν i j sont identiques, dans le cas de deux classes fi-
nales le coefficient d´epend de la classe finale consid´erée). On obtient
donc :

ν00=
(

1
1

)
, ν01 =

(
1
α

)
,

ν10 =
(
(1+ α)ε/(1+ ε)
(1+ α)ε/(1+ ε)

)
, ν11=

(
α

α

)
.

La meilleure politique est donc la politiqueS10, c.a.d. que l’on r´epare
lorsque le syst`eme est en panne, mais que l’on n’entretient pas lorsque le
système marche. Cela parait normal puisque le taux de panne est faible par
rapport au prix de l’entretien.

1. L’équation de la programmation dynamique du probl`eme actualis´e
s’écrit :

(1+ λ)v0 = min{v0 + 1, v1+ 1+ α} ,
(1+ λ)v1 = min{εv0+ (1− ε)v1, v1+ α} ,

où v est la fonction valeur d´efinie par

vk = min
U
E

{ ∞∑
n=0

1/(1+ λ)n+1cUn
Xn | X0 = k

}
,

U = (U0, · · · ,Un, · · · ) et

c0 =
(

1
0

)
, c1 =

(
1+ α
α

)
.

2. On cherche un d´eveloppement dev enλ sous la forme

v = ν/λ+ w + λw1 · · ·
On obtient en identifiant les termes de mˆeme puissance enλ

νk = min
u

[Muν]k ,

νk + wk = min
u∈U ∗k

[Muw + cu]k ,

avec

M0 =
(

1 0
ε 1− ε

)
, M1 =

(
0 1
0 1

)
,

etU∗k = argminu[Muν]k. Dans le cas o`u la politique optimale conduit
à une chaˆıne de Markov poss´edant une seule classe finale,νk ne
dépend plus dek car le seul vecteur propre `a droite de la chaˆıne est

ν

(
1
1

)
.

D’autre partU∗k = {0,1}. La condition d’optimalité s’écrit alors

ν + wk = min
u∈U ∗k

[Muw + cu]k ,
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avecν constant,w défini à une constante pr´es (on peut prendrew1 =
0).

3. L’algorithme de Howard s’adapte facilement.
1) Pour une strat´egieSdonnée on calcule un couple(ν,w) satis-

faisant

ν = MSν , ν + w = MSw + cS .

2) A w on associe une nouvelle stat´egie par

S : k→ u ∈ argminu[Muw + cu]k .

Sur l’exemple on obtient la suite

S00→ ν = 1,w0 = 1/ε,w1 = 0→ S11→ ν = α,w0 = 1,w1 = 0→ S10

→ ν = (1+ α)ε/(1+ ε),w0 = (1+ α)/(1+ ε),w1 = 0→ S10 .

9. CLOWN ÉQUILIBRISTE

9.1. ENONCÉ

Dans ce probl`eme, on ´etudie la dynamique d’un clown en ´equilibre sur
un monocycle ainsi que ses fac¸ons de se stabiliser et de se d´eplacer.

Cette étude utilise les m´ethodes variationnelles pour construire un
modèle simplifié linéaire. Les probl`emes de stabilisation et de d´eplacement
sont résolus, d’abord en calculant des commandes admissibles, puis opti-
misant les commandes par les m´ethodes de Pontryaguine et par la program-
mation dynamique.

Le système consid´eré est, bien sˆur, une idéalisation du probl`eme réel.
La roue, appel´eeM, est suppos´ee de rayon infinit´esimal et de massem. Le
clown a une tˆete massive concentrant toute sa masse — suppos´eeégaleà 1
— en un point appel´e P. Le corps est une barre rigide, sans masse, liant la
têteP à la roue M, de longueur 1. Le clown, justement nomm´e “Pédalvit”,
vit dans l’univers plan de la roue — suppos´ee verticale — et se d´eplace, en
ligne droite, selon un axe orient´e appelé Ox. On appelle : x l’abscisse de
M, ϑ l’angle du corps avec la verticaleOy, orienté dans le sens des aiguilles
d’une montre dans le rep`ere(Ox,Oy).

Moyennant ces simplifications, il est possible de r´esoudre ce probl`eme
assez compl`etement.

Dans la suite, l’acc´elération de la pesanteur est suppos´eeégaleà 1. Le
temps est not´e t ous. On note ḟ (t) la dérivée de la fonction du tempsf (t).

9.1.1. LE CALCUL DES VARIATIONS COMME MOYEN DE

MODÉLISATION. Rappelons que l’on peut d´eterminer la dynamique
d’un système mécanique en calculant l’extremum sur l’ensemble des
trajectoires possibles d’une “action”. Cette action est d´efinie comme
l’int égrale, en temps le long d’une trajectoire, de l’´energie cin´etique moins
l’ énergie potentielle du syst`eme consid´eré.
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FIGURE 1. Le système mécanique.

En pédalant, le clown exerce une forceF sur la roueM. Cette force est
suppos´ee — dans cette partie uniquement — d´eriver d’un potentielU ne
dépendant que de la positionx de la roue.

MODÉLISATION SIMPLIFIÉE. Sachant que le potentielU choisi par
Pédalvit estux, l’action du syst`eme est donn´ee par :

Ac(x, ϑ) = 1

2

∫ t

0
{[ d

dt
(x + sin(ϑ))]2+ [

d

dt
cos(ϑ)]2+mẋ2

− 2 cos(ϑ)− 2ux}(s)ds ,

définie sur l’espace des couples de fonctionss 7→ (x(s), ϑ(s)).
La dynamique du syst`eme complet ´etant trop compliqu´ee pourêtre ma-

nipulée facilement, on consid´ere les mouvements dans un voisinage de la
verticale. L’action compl`ete est alors approxim´ee par l’action simplifi´ee sui-
vante :

As(x, ϑ) = 1

2

∫ T

0
[(ẋ + ϑ̇)2+mẋ2+ ϑ2 − 2ux](s)ds .

1. Indiquer brièvement le sens physique de chacun des termes apparais-
sant dans l’action compl`eteAc.

2. Discuter brièvement les approximations faites pour obtenir l’action
simplifiéeAs.

COERCIVITÉ DE L’ ACTION SIMPLIFIÉE. On appelleH 1(0,T ;Rn) l’espace
de Hilbert des fonctionsf : [0,T ] 7→ Rn de norme finie au sens du produit
scalaire

( f, g) =
∫ T

0

n∑
i=1

[ fi gi + ḟ i ġi ](t)dt .
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On rappelle qu’une fonction deH 1(0,T;R) est continue que

f (t) = f (0)+
∫ t

0
ḟ (s)ds

et que les fonctions r´egulières sont denses dansH 1(0,T;R). On a de plus
les inégalités suivantes :

| f (t2)− f (t1)| ≤
√
|t2− t1|‖ f ‖H1 ,

| f |∞ ≤
(√

T +
√

1/T
)
‖ f ‖H1 ,

où |.|∞ désigne la norme du sup.

1. Si l’on appelle

H 1
0(0,T;R2) = {X = (x, ϑ) | X(0) = 0, X ∈ H 1(0,T ;R2)

}
,

montrer que l’applicationX ∈ H 1
0 7→ As(X) ∈ R estα-convexe

pourT pas trop grand.
2. Montrer que cette action n’est plusα-convexe pourT = +∞ en

exhibant une suite de fonctions(Xn) vérifiant :

Xn ∈ H 1
0(0,∞;R2), lim

n
‖Xn‖H1 = +∞ lim

n
Q(Xn) = 0 ,

où

Q(X) def= 1

2

∫ ∞
0

[(ẋ + ϑ̇)2+mẋ2+ ϑ2](s)ds .

3. En déduire que le probl`eme du calcul de la moindre action admet une
solution unique pourT pas trop grand.

LES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT. En minimisant les actions correspon-
dantes d´eduire :

1. leséquations du mouvement simplifi´e :

(1+m)ẍ + ϑ̈ = −u, ẍ + ϑ̈ − ϑ = 0 .

2. leséquations du mouvement complet.

Dans la suite, on ne s’int´eressera qu’au mouvement simplifi´e et le mot
“mouvement” signifiera toujours “mouvement simplifi´e”.

Dans les sections suivantes, on fait d´ependre la variable de commande
u — la force de p´edalage de P´edalvit — dex et deϑ. Cette force ne
dérive plus d’un potentiel. Les ´equations du mouvement restent valables
— mécanique newtonienne — bien qu’elles ne puissent plus s’obtenir par
le principe de la moindre action.
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9.1.2. LA COMMANDE NON OPTIMALE. STABILIT É DU MOUVEMENT.
On appelle mode propre du syst`eme les nombres complexesλi tels qu’il
existe(xi (t), ϑi )(t) polynômes ent avec

Xi (t)
def= (xi (t), ϑi (t))e

λi t

solution du mouvement.
Toutes les solutions du mouvement ´etant des combinaisons lin´eaires de

quatre de ces solutions particuli`eres indépendantes, il est clair que, si tous
les modes ont des parties r´eelles strictement n´egatives, toutes les composan-
tes du mouvement convergent vers 0 — lorsquet tend vers l’infini — avec
une vitesse exponentielle. On dira alors que le mouvement estexponentiel-
lement stable. Si un des modes a une partie r´eelle strictement positive, on
dira quele système est exponentiellement instable.

Si tous les modes sont imaginaires et les polynˆomes correspondants sont
des constantes, on dira que le mouvement est purementoscillant.

On considère des commandes de la formeu = cx+ dϑ.

1. Donner un syst`eme d’équations caract´erisant les modes propres (on
se placera dans le cas de 4 modes propres distincts (les polynˆomes
xi (t) etϑi (t) sont alors des constantes)).

2. Montrer que, quelque soientc etd, le mouvement correspondant est,
soit exponentiellement instable, soit purement oscillant.

Bien qu’ayant compris comment ne pas tomber en obtenant un r´egime pure-
ment oscillant, P´edalvit aimerait pouvoir amortir les oscillations. Pour cela,
il est donc obligé d’adapter sa force de p´edalage non seulement `a x et ϑ
mais aussi `a ẋ et ϑ̇ .

FORMES CANONIQUES ET APPLICATIONS. Le système command´e
peut se mettre sous une forme canonique, dite de Brunowski , grˆaceà la-
quelle il est facile de stabiliser le syst`eme ou de d´eterminer une commande
transférant le syst`eme d’un point `a un autre dans l’espace d’´etat.

1. Montrer, par un changement de commande — d´efini paru = f (v, y)
où y = (x, ẋ, ϑ, ϑ̇ ) désigne le vecteur d’´etat du syst`eme etv la nou-
velle commande — que l’on peut ramener les ´equations du mouve-
mentà :

z(4) = v , (9.1)

où z désigne l’abscisse de la tˆete P de Pédalvit. On explicitera le
changement de commande utilis´e.

2. Grâceà cette forme canonique, caract´eriser une commande6 u(t) as-
surant le d´eplacement de P´edalvit de la position verticale arrˆetéeà
l’abscisse 1, `a l’instant 0,à la position verticale arrˆetéeà l’abscisse
0, à l’instant 1.

6Lorsque la commandeu ne dépend que du temps on dit que la commande est en
boucle ouverte.
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3. Grâceà cette forme canonique, calculer une commande7

u = φ(z, ż, z̈, z(3)) ,
avecφ linéaire, telle que tous les modes propres, du syst`eme ainsi
command´e, soient−1.

Dans la suite, on utilisera cette forme canonique pour optimiser les d´eplace-
ments et stabiliser le syst`eme de fac¸on optimale au sens de crit`eres que l’on
précisera.

9.1.3. D́EPLACEMENT OPTIMAL PAR LA MÉTHODE DEPONTRYAGUINE.
En utilisant la forme canonique (9.1), on veut calculer la commande assu-
rant le déplacement de P´edalvit de la position verticale arrˆetée,à l’abscisse
1, à la position verticale arrˆetéeà l’abscisse 0, en un tempsT , tout en mini-
misant ses efforts c.`a.d. en minimisant :

J(v) = 1

2

∫ T

0
v2(s)ds .

Pour simplifier les calculs, on a suppos´e, que P´edalvit reste `a peu près ver-
tical et donc quev2 est voisin deu2 — mesurant plus pr´ecisément son aver-
sionà faire des efforts.

1. En utilisant la m´ethode de Pontryaguine donner les conditions n´eces-
saires et suffisantes d’optimalit´e du mouvement correspondant.

2. Caract´eriser la commande optimale en boucle ouverte,v(t), assurant
le déplacement souhait´e.

9.1.4. STABILISATION OPTIMALE PAR LA PROGRAMMATION DYNA -
MIQUE. En utilisant la forme canonique (9.1), P´edalvit veut calculer une
commande le stabilisant `a l’origine de fac¸on optimale au sens d’un crit`ere
faisant un compromis entre ses efforts et la qualit´e de la stabilisation. Pour
cela, il minimise le crit`ere

J(v) = 1

2

∫ ∞
0

[v2+ γ z2](s)ds, γ > 0 .

1. Montrer que ce crit`ere estα-convexe surH 4
0(0,∞;R) sous espace

fermé des fonctions deH 4(0,∞;R) ayant leurs valeurs ainsi que
leur 3 premières dérivées nulles `a l’origine. L’espace de Hilbert
H 4(0,∞;R) est l’espace des fonctions de norme finie au sens du
produit scalaire

( f, g) =
∫ ∞

0

(
4∑

i=0

f (i)g(i)
)
(t)dt .

De ce résultat découle que l’optimum existe et est unique.

7Lorsque la commande d´epend de l’état on dit qu’elle est enboucle ferm´e ou en en
“feedback”.
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2. Dans la suite le vecteur d’´etat du syst`eme sous forme canonique est
noté Z :

Z(t) = (z, ż, z̈, z(3))(t) .
En adaptant le th´eorème correspondant du cours, montrer que la
fonction :

w(z0, z1, z2, z3)
def= inf

v
{J(v) | Z(0) = (z0, z1, z2, z3)} ,

vérifie l’équation de la programmation dynamique :

∂w

∂z0
z1+ ∂w

∂z1
z2+ ∂w

∂z2
z3− 1

2

(
∂w

∂z3

)2

+ γ
2
(z0)

2 = 0 , (9.2)

w(0,0,0,0) = 0 .
Pour cela on admettra que (9.2) admet une unique solution positive
régulière.

EQUATION DE RICCATI ALG ÉBRIQUE. Montrer que la solution positive de
l’ équation de la programmation dynamique (9.2) est quadratique :w(ζ) =
(1/2)ζ ′Pζ avecP ≥ 0 etζ = (z0, z1, z2, z3).

1. Par substitution dans (9.2) donner l’´equation — dite de Riccati —
vérifiée parP.

2. Montrer que la commande optimale est :

v∗(z0, z1, z2, z3) = −p14z0− p24z1− p34z2− p44z3 .

3. Montrer que le syst`eme dynamique optimal — gouvern´e par ce feed-
back optimal — s’écrit :

Ż = AZ , (9.3)

avecA une matrice — dont les coefficients d´ependent deP — que
l’on explicitera .

4. Calculer le polynˆome caract´eristique deA en fonction des coeffi-
cients deP.

INTERPŔETATION DES VARIABLES DUALES.
1. Si l’on note

W(t) = grad(w)(Z(t)) ,
et4(t) = (Z,W)(t), montrer que4 satisfait le syst`eme hamiltonien
4̇ = H4, avec

H =



0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
−γ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0


.
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2. Montrer que ce syst`eme hamiltonien est le syst`eme d’optimalité ob-
tenu par la m´ethode de Pontryaguine appliqu´eeà ce même problème
de stabilisation.

3. Calculer les modes propres de ce syst`eme hamiltonien.
4. Montrer que le changement de variablesZ = χ , W = Pχ + λ, où

P est solution de l’´equation de Riccati, conduit `a un syst`eme dyna-
mique en(χ, λ) bloc-triangulaire.

5. Expliciter la factorisation du polynˆome caract´eristique deH obtenu
par ce changement de variable.

FEEDBACK OPTIMAL ET PLACEMENT OPTIMAL DES MODES PROPRES.
Pour que le coˆut optimal soit fini quelque soit la condition initiale il est
nécessaire et suffisant que tous les modes propres du syst`eme optimal (9.3)
soientà partie réelle strictement n´egative.

1. Déduire de cette remarque et de la factorisation pr´ecédente les va-
leurs des coefficients deP nécessaires au calcul explicite de la com-
mande optimalev∗.

2. Expliciter la commande optimalev∗ comme fonction de l’´etat.
3. Expliquer comment ´evoluent les modes propres du syst`eme optimal

en fonction du param`etreγ .

9.2. CORRIGÉ

9.2.1. LE CALCUL DES VARIATIONS COMME MOYEN DE MODÉLISA-
TION. MODÉLISATION SIMPLIFIÉE.

1. Le terme 1/2([ d
dt (x+sin(ϑ))]2+[ d

dt cos(ϑ)]2) correspond `a l’énergie
cinétique de la tˆete, 1/2mẋ2 à l’énergie cin´etique de la roue, cos(ϑ) à
l’ énergie potentielle de la tˆete,ux à l’énergie potentielle mod´elisant
la force de p´edalage.

2. Les approximations faites consistent `a négliger la partie de l’´energie
cinétique correspondant `a la vitesse verticale de la tˆete età appro-
ximer sin(ϑ) parϑ et cos(ϑ) par 1− 1

2ϑ
2. Ces approximations sont

raisonnables pour des mouvements dans le voisinage de la verticale
puisqu’elles ne gardent que les termes d’ordre 2 dans un d´eveloppe-
ment par rapport `aϑ.
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COERCIVITÉ DE L’ ACTION. Les preuves des deux estimations8 9 données
se font facilement bien qu’elle ne soient pas demand´ees.

1. L’applicationX ∈ H 1(0,T;R2) 7→ As(X) ∈ R estα-convexe pour
T trop grand. En effet, de l’´egalité 2ab = a2 + b2 − (a − b)2 on
déduit :
As(λX1+ (1− λ)X2) = λAs(X1)+ (1− λ)As(X2)

− λ(1− λ)Q(X1− X2) ,

où Q désigne la partie quadratique deAs. Il faut alors montrer la
minoration

Q(X1− X2) ≥ α‖X1− X2‖H1

pour pouvoir conclure. On utilise alors(a+b)2+a2 ≥ 1/4(a2+b2) et
l’in égalité : ‖x‖L2 ≤ T‖ẋ‖L2 pourx ∈ H 1(0,T ;R) avecx(0) = 0,
pour montrer qu’il existek > 0 tel que :

Q(X) ≥ k
∫ T

0
(x2+ ϑ2 + (ẋ)2+ (ϑ̇)2)(t)dt .

2. La suite de fonctionsXn(t) tellesϑn(t) = 0 et

xn(t) =


t/n si 0≤ t ≤ n ,

1 si n ≤ t ≤ 2n ,

1− (t − 2n)/n si 2n ≤ t ≤ 3n ,

0 si t ≥ 3n ,

vérifie limn ‖Xn‖H1(0,∞) = +∞, limnQ(Xn) = 0. Elle appartient
clairementà H 1

0(0,∞;R2).
3. Le problème de la moindre action, dans cet exemple, et pourT

fini,et X(0) = 0 se ram`eneà minimiser une fonctionα-convexe sur
H 1

0(0,T;R2) qui est un ensemble convexe ferm´e (grâce au fait que
l’application quià X ∈ H 1 7→ X(0) ∈ R2 est continue) non vide. Il
existe donc un minimum unique.

8Preuve de| f (t2)− f (t1)| ≤
√|t2− t1|‖ f ‖H 1 .On a :

( f (t2)− f (t1))
2 =

(∫ t2

t1

ḟ (s)ds

)2

≤ |t2− t1|
∫ t2

t1

( ḟ (s))2ds≤ |t2− t1|‖ f ‖2H 1 .

9Preuve de| f |∞ ≤ (
√

T +√1/T)‖ f ‖H 1 .(
f (t)− 1/T

∫ T

0
f (s)ds

)2

=
(

1/T
∫ T

0
( f (t)− f (s))ds

)2

≤ 1/T
∫ T

0
[ f (t)− f (s)]2ds

≤ 1/T
∫ T

0
|t − s|‖ ḟ ‖2L2ds≤ |T |‖ ḟ ‖2L2 .

D’autre part, on a (
1/T

∫ T

0
f (s)ds

)2

≤ 1/T
∫ T

0
( f (s))2ds .

L’in égalité triangulaire donne alors le r´esultat.
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LES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT.

1. On obtient les ´equations du mouvement simplifi´e en minimisant l’ac-
tion simpliée. Notons

H 1
00(0,T;R2) = {X | X ∈ H 1(0,T), X(0) = 0, X(T) = 0} .

On chercheX ∈ H 1(0,T ;R2), vérifiantX(0) = (x0, ϑ0) et X(T) =
(xT, ϑT ), telle que

(Ȧs(X),Y) = 0, ∀Y ∈ H 1
00(0,T;R2) ,

avec

(Ȧs(X),Y)
def=
∫ T

0
[(ẋ + ϑ̇)(Ẏ1+ Ẏ2)+mẋẎ1+ ϑY2 − uY1](s)ds .

En supposant que les fonctions soient suffisamment r´egulières pour
que l’on puisse int´egrer par partie, on obtient :∫ T

0
[((1+m)ẍ + ϑ̈ + u)Y1+ (ẍ + ϑ̈ − ϑ)Y2](s)ds= 0 .

Ce qui entraˆıne leséquations annonc´ees du mouvement .
2. Leséquations du mouvement complet, obtenues par la mˆeme tech-

nique, sans se pr´eoccuper des conditions aux limites, sont :

(1+m)ẍ + d

dt
(cos(ϑ)ϑ̇) = −u, ẍ cosϑ + ϑ̈ − sin(ϑ) = 0 .

9.2.2. LA COMMANDE NON OPTIMALE. STABILIT É DU MOUVEMENT.

1. On cherche des solutions de la forme(x, ϑ)eλt avec(x, ϑ) ∈ R2. En
substituant dans les ´equations du mouvement, on obtient :

((1+m)x + ϑ)λ2 = −cx− dϑ ,

(x + ϑ)λ2− ϑ = 0 .

ce qui se r´eécrit

A

(
x
ϑ

)
= 0 ,

avec

A
def=
(
(1+m)λ2+ c d+ λ2

λ2 λ2− 1

)
et doncλ devraêtre solution de detA = 0.

2. La fonction detA est un polynˆome du second degr´e enµ
def= λ2, et

donc :
• soit les racines enµ sont toutes les deux r´eelles négatives et le

système est oscillant,
• soit une des racines n’est pas r´eelle négative, et on a alors,

forcément, une racine enλ à partie réelle positive, et le syst`eme
est instable.

FORMES CANONIQUES ET APPLICATIONS.
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1. En utilisant les variablesz= x+ϑ etϑ leséquations du mouvement
s’écrivent

z̈+m(z̈− ϑ̈) = −u, z̈− ϑ = 0 .

ce système se r´eécrit

(1+m)ϑ −mϑ̈ = −u, z̈= ϑ ,
puis

ϑ̈ = (u+ (1+m)ϑ)/m, z̈= ϑ ,
et donc avec le changement de commandev = (u+ (1+m)ϑ)/m

z(4) = v .
On a de plus la relation int´eressantëz= ϑ.

2. Pour déplacer P´edalvit de la position verticale arrˆetéeà l’abscisse 1
à la position verticale arrˆetée à l’abscisse 0, on peut chercher une
trajectoire dez(t) polynômiale de degr´e 7. Les conditions `a l’instant
0 imposentz(t) = 1+ pt4+qt5+rt 6+st7. Les conditions `a l’instant
1 imposent aux inconnues(p,q, r, s) de vérifier le système linéaire :

1 1 1 1
4 5 6 7
12 20 30 42
24 60 120 210




p
q
r
s

 =

−1
0
0
0

 .

Il suffit de dériver 4 fois ce polynˆome pour obtenirv, le changement
de commande donne alors la commandeu.

3. Pour calculer une commandeu = φ(x, ẋ, ϑ, ϑ̇ ), linéaire, tel que
tous les modes propres du syst`eme command´e deviennent−1. On
commence par le calculer comme fonction dez et de ses d´erivées.
Considérons le feedbackv = −( f z+ gż+ hz̈+ iz(3)), les modes
propres du syst`eme deviennent les solutions de

q(λ)
def= λ4+ iλ3 + gλ2+ hλ+ f = 0 .

Mais on veut qu’il y ait un seul mode propre−1 il faut donc

q(λ) = (λ+ 1)4

d’où on déduit les coefficients. On au = mv − (1+ m)ϑ et donc
le feedback cherch´e estu = −m(z+ 4ż+ 6z̈+ 4z(3)) − (1+ m)z̈
avecz= x+ ϑ. Ainsi, on a obtenu un feedback d´ependant que de la
position de la tˆete de Pedalvit et de ses d´erivées.

9.2.3. D́EPLACEMENT OPTIMAL PAR LA MÉTHODE DEPONTRYAGUINE.
On minimise :

J(v) = 1

2

∫ 1

0
v2(s)ds .

sous la contrainte
z(4) = v .
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1. Pour utiliser la m´ethode de Pontryaguine il faut mettre l’´equation
z(4) = v sous forme d’un syst`eme du premier ordre

d

dt


z
ż
z̈

z(3)

 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0




z
ż
z̈

z(3)

+


0
0
0
1

 v .
La condition nécessaire et suffisante d’optimalit´e, en notant
(p(3), p̈, ṗ, p) les variables duales, s’´ecrit :

d

dt


z
ż
z̈

z(3)

 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0




z
ż
z̈

z(3)

+


0
0
0
1

 v ,
z(0) = 1, z(1) = ż(0) = ż(1) = z̈(0) = z̈(1) = z(3)(0) = z(3)(1) = 0 ,

v = −p ,

d

dt


p(3)

p̈
ṗ
p

 =


0 0 0 0
−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0




p(3)

p̈
ṗ
p

 .

2. Le système d’optimalité se réécrit doncz(8) = 0 avec les conditions
aux limites

z(0) = 1, z(1) = ż(0) = ż(1) = z̈(0) = z̈(1) = z(3)(0) = z(3)(1) = 0 .

z est donc un polynˆome de degr´e 7. La commande calcul´ee au para-
graphe pr´ecédent est donc optimale.

On remarque qu’en utilisant le calcul de variation on aurait ob-
tenu plus rapidement le r´esultatz(8) = 0.

9.2.4. STABILISATION OPTIMALE PAR LA PROGRAMMATION DYNA -
MIQUE. On minimise :

J(v) = 1

2

∫ ∞
0

[v2+ γ z2](s)ds .

sous la contrainte
z(4) = v .

par la méthode de la programmation dynamique.

1. Pour montrer la coercivit´e de J(v) il suffit de montrer queJ(v)
définit une norme ´equivalente `a H 4

0(0,∞;R) et donc il suffit de mon-
trer qu’il existe∫ ∞

0
| f̈ |2(t)dt ≤ kJ( f ),

∫ ∞
0
| ḟ |2(t)dt ≤ kJ( f ) ,∫ ∞

0
| f (3)|2(t)dt ≤ kJ( f ) .
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mais on a ∫ ∞
0
| f̈ |2(t)dt =

∫ +∞
0

[ f f (4)](t)dt .

Mais par l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

{
∫ +∞

0
[ f f (4)](t)dt}2 ≤ ‖ f ‖2L2‖ f (4)‖2L2 ≤ k(J( f ))2 .

De même on a :∫ +∞
0
| ḟ |2(t)dt = −

∫ +∞
0

[ f f̈ ](t)dt .

D’où la deuxième majoration en utilisant l’in´egalité de Cauchy-Sch-
warz. Le même genre de raisonnement pour la troisi`eme estimation
montre le résultat.

2. Soit la fonctionw(z0, z1, z2, z3) solution de l’équation de la program-
mation dynamique

∂w

∂z0
z1+ ∂w

∂z1
z2+ ∂w

∂z2
z3− 1

2

(
∂w

∂z3

)2

+ γ
2

z2
0 = 0 ,

w(0,0,0,0) = 0 ,

et soit v une commande admissible, c.`a.d. telle que z ∈
H (4)(0,∞;R), on a alors

d

dt
w(Z(t)) = [

∂w

∂z0
ż+ ∂w

∂z1
z̈+ ∂w

∂z2
z(3) + ∂w

∂z3
v](t)

≥ −1

2
(v2+ γ z2)(t) .

Cette derni`ere inégalité provient de l’équation dynamique en se rap-
pellant que

−1

2

(
∂w

∂z3

)2

≤ ∂w
∂z3

v + v
2

2
.

On obtient alors :

w(Z(∞))− w(Z(0)) ≥ −
∫ ∞

0

1

2
(v2+ γ z2)(t)dt .

Et doncw(Z(0)) ≤ ∫ ∞
0

1
2(v

2 + γ z2)(t)dt puisque la trajectoireZ
est nulleà l’infini. Si on avait pris pourv la commande optimale on
aurait obtenu une ´egalité.

Enfin si Z(0) = (0,0,0,0) la commandev = 0 conduità un
coût nul et doncw(0,0,0,0) = 0.

EQUATION DE RICCATI ALG ÉBRIQUE.

1. On cherche une solution de la formew(ζ) = (1/2)ζ ′Pζ . La matrice
P doit vérifier alors l’équation de Riccati alg´ebrique :

A′P + P A− P B′BP+ γC′C = 0 ,
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avec

A =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , B =


0
0
0
1

 , C = ( 1 0 0 0
)
.

2. La commande optimale vaut

v∗ = −B′P


z
ż
z̈

z(3)

 ,

ce qui donne le r´esultat demand´e puisqueP est symétrique.
3. Le système dynamique `a l’optimum s’écrit alors

d

dt


z
ż
z̈

z(3)

 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−p14 −p24 −p34 −p44




z
ż
z̈

z(3)

 .

4. Le polynôme caract´eristique deA vaut

s4+ p44s
3+ p34s

2+ p24s+ p14 .

INTERPŔETATION DES VARIABLES DUALES.

1. Le système d’équation linéaire4̇ = A4 vérifié par le couple4(t) =
(Z,W)(t) avec

Z(t) = (z, ż, z̈, z(3))(t), W(t) = grad(w)(Z(t)) ,

est obtenu en d´erivant l’équation de la programmation dynamique
par rapportzi et en remarquant que

d

dt
Wi (t) = d

dt

∂w

∂zi
(Z(t)) = ∂2w

∂z0∂zi
ż+ ∂2w

∂z1∂zi
z̈+ · · · − ∂2w

∂z3∂zi

∂w

∂z3
,

puisque la commande optimale estv∗ = − ∂w

∂z3
. On obtient alors

A =



0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
−γ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0


.
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2. Le système dynamique obtenu par la m´ethode de Pontrya-
guine appliqu´ee à ce même problème (en utilisant les notations
(w(3), ẅ, ẇ,w) pour les variables duales) est :

d

dt



z
ż
z̈

z(3)

w(3)

ẅ

ẇ

w


=



0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
−γ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0





z
ż
z̈

z(3)

w(3)

ẅ

ẇ

w


.

3. Les modes propres de ce syst`eme dynamique sont les racines de

s8+ γ = 0 ,

qui se calculent ais´ementà partir des racines huiti`emes de−1.
4. Le changement de variablesZ = χ , W = Pχ +λ, où P est solution

de l’équation de Riccati conduit au syst`eme

d

dt



χ

χ1

χ2

χ3

λ

λ1

λ2

λ3


=



0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
−p14 −p24 −p34 −p44 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0 0 p14

0 0 0 0 −1 0 0 p24

0 0 0 0 0 −1 0 p34

0 0 0 0 0 0 −1 p44





χ

χ1

χ2

χ3

λ

λ1

λ2

λ3


.

5. La factorisation du polynˆome caract´eristique deA obtenue par ce
changement de variable est :

s8+γ = (s4+ p44s3+ p34s2+ p24s+ p14)(s4− p44s3+ p34s2− p24s+ p14) .

FEEDBACK OPTIMAL ET PLACEMENT OPTIMAL DES MODES PROPRES.
Tous les modes propres du syst`eme optimal doivent ˆetreà partie réelle ne-
gative. Les racines des4 + p44s3 + p34s2 + p24s+ p14 = 0 doivent donc
avoir une partie r´eelle négative.

1. Après avoir explicité les racines des8 + γ = 0, la factorisation pr´e-
cédente donne

s4+ p44s
3+ p34s

2+ p24s+ p14= s4+
(√

2+
√

2+
√

2−
√

2

)
γ 1/8s3

+ (2+
√

2)γ 1/4s2

+
(√

2+
√

2+
√

2−
√

2
)
γ 3/8s

+ γ 1/2 .
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2. La commande optimale est donc :

v∗ = −
(√

2+
√

2+
√

2−
√

2

)
γ 1/8z(3)

− (2+
√

2)γ 1/4z̈

−
(√

2+
√

2+
√

2−
√

2

)
γ 3/8ż

− γ 1/2z .

3. Les modes propres du syst`eme optimal partent `a l’infini avec γ en
restant sur un cercle du plan complexe de rayonγ 1/8 et avec des
angles(5π/8,7π/8,9π/8,11π/8).
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Notations

N nombres entiers
Z nombres entiers relatifs
R nombres r´eels

Rmax dioı̈de{R,max,+}
Rmin dioı̈de{R,min,+}
⊕ addition dansRmax

⊗ multiplication dansRmax pour les matrices(A ⊗ B)i j =
infk

(
Aik + Bkj

)
∅ ensemble vide
ε zero deRmax

e element identit´e dansRmax ouRmin ou dans les matrices carr´ees
v̀aleur dansRmax ou Rmin, entrée equivalente dans le chapitre
sur la forme produit

T ensemble des temps
F ensemble des commandes
G ensemble des observations
E ensemble des ´etats
R ensemble des strat´egies relax´ees
S ensemble des strat´egies déterministes
SF ensemble des strat´egies markoviennes
SO ensemble des commandes boucle ouverte
SF P ensemble des feedback `apriori
R(A) image deA
N (A) noyau deA

A∗ e⊕ A⊕ A2 ⊕ · · ·
F nombre de commandes possibles
G nombre d’ observations possibles
E nombre d’états possibles

Xn état d’une chaˆıne de Markov
Yn observation d’une chaˆıne de Markov observ´ee
Un commande d’une chaˆıne de Markov command´ee

Mxx′ probabilité conditionnelle de transiter de l’´etatx à l’étatx′

Mε
xx′ probabilité conditionnelle de transiter de l’´etat x à l’état x′

d’une chaˆıne perturb´ee par une perturbation de valeurε
Mu

xx′ probabilité conditionnelle de transiter de l’´etat x à l’état x′

lorsque la commande est u
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My
xx′ probabilité conditionnelle de transiter de l’´etatx à l’étatx′ et

d’observer y
Muy

xx′ probabilité conditionnelle de transiter de l’´etatx à l’étatx′ et
d’observer y lorsque la commande est u

po loi initiale
p∞ mesure invariante

ps∞ mesure invariante pour la strat´egies
H (v) hamiltonien

I matrice identité ou nombre de files d’attente dans un syst`eme
A générateur d’une chaˆıne de MarkovM − I
λ taux d’actualisation
µ λ = µε taux d’actualisation dans le cas perturb´e
r matrice de routage

r ? si r est une matrice,r ? = e+ r + r 2 + · · ·
r+ si r est une matrice,r+ = rr ? = r + r 2 + · · ·
Tij T i j (x1, . . . , xI ) = (x1, . . . , xi − 1, xi+1, . . . , x j + 1, . . . , xI )

vn
x composantex de la fonction de la programmation dynamique `a

l’ étape n
vx composantex de la fonction de la programmation dynamique

dans le cas stationnaire ou ergodique
w coût moyen par unit´e de temps
cn

x composantex du coût instantan´e à l’étapen
cx composantex du coût instantan´e dans le cas stationnaire ou er-

godique
Fn σ -algèbre rendant mesurable les applications coordonn´ees jus-

qu’à l’étape n
P mesure de probabilit´e
E espérance math´ematique

1A fonction indicatrice function de l’ensembleA
Qm,σ (x) forme quadratique 1/2[(x −m)/σ ]2

N (m, σ )(x) densité d’une loi gaussienne de moyennem et d’écart typeσ
K mesure de coˆut
c souvent densit´e de coˆut
M valeur d’une varaible de decision
O optimum d’une varaiable de d´ecision
F fonction charact´eristique d’une variable de d´ecision
F transformée de Fenchel
L transformé de Laplace
C transformé de Cramer

(A, B,C) matrices d´efinissant un syst`eme dynamique lin´eaire temps inva-
riant en temps continue ou en temps discret

Q, S, R matrices d´efinissant les coˆuts quadratiques pour les probl`emes
LQ ou LQG

H fonction de transfert d’un syst`eme linéaire temps invariant
H [(s) transposition deH et changement du signe de son argument
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P matrice sym´etrique définissant une fonction de Bellman ou de
Lyapounov quadratique

V, v,W souvent fonction de Bellman ou de Lyapounov
K gain optimal pour les probl`emes LQ, LQG, ou Kalman
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équation
affine, 31

états
espace, 9

action, 149
algorithme

de Howard, 51
de relaxation, 83

algèbre idempotente, 33
algèbre max-plus, 29
applications coordonn´ees, 9

boucle fermée, 47
boucle ouverte, 48

centrée, 40
chaı̂ne

Markov, 9
chaı̂nes

Bellman, 43
chaı̂ne

agrégée, 65
agrégée contrôlée, 70
lente, 62
Markov

perturbée, 61
perturbée et command´ee, 66
rapide, 62
réversible, 78

citère
Routh, 116

classe
finale, 23
transitoire, 23

clos, 23
clown, 149
combinatoire, 23
commande, 47
commande optimale, 47
convergence

faible, 42
sensibilité, 42

coût

conditionnel, 39
densité, 39
mesure, 39
non actualis´e, 48

critère
cercle, 109
Nyquist, 113
positivité, 106

cycle moyen
maximum, 36

demi-corps, 29
commutatif, 29
idempotent, 29

division, 30
décision

espace, 39
variable, 39

egalité des résolvantes, 16
ensemble clos, 23
entrée, 46
equation affine

forme canonique, 33
equation de Kolmogorov

actualisée, 13
arrière, 13
arrêté, 14
avant, 12
ergodique, 21

equilibre local, 78
ergodique, 22
espaceDp, 40
etat, 46, 47

factorisation, 74
factorisation spectrale, 104
feedback, 47
feedback a priori, 48
feedback locaux, 80
file d’attente MM1, 75
filtrage, 141
filtrage optimal, 56
filtre
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Kalman, 85
Kalman asymptotique , 88

filtre non normalis´e, 56
finale, 23
fonction

affine, 31
caractéristique, 41
linéaire, 31

forme de Brunowski, 152
forme produit, 74, 79
formule binomiale, 30

gestion
de barrage, 10
de réservoir, 129
de stock, 117

groupe, 29
générateur, 13

homogène, 9
horizon

fini, 13, 48
infini, 13, 48

identification, 59
indice de Cauchy, 113
indépendance, 40
inf-convolution, 40
information incomplète, 55
irréductible, 23
itération

sur les politiques, 51, 53
sur les politiques chaˆıne de Markov

perturbée, 67
sur les valeurs, 50

jeu de pile ou face, 133

loi
de commande, 47
grands nombres, 42
initiale, 9

maintenance, 45, 121, 142, 144
martingale, 15
matrice

de Hankel, 58
de routage, 74
de transition, 9
identité, 33
zéro, 33

mesure
de probabilité invariante extr´emale, 25
invariante, 25

moduloide, 32

nilpotent, 17
d’une matrice stochastique, 20

normalisée, 40

observation, 47
open loop, 48
optimum, 40

pile ou face, 10
placement de pˆoles, 100
point de Nash, 81
politique markovienne, 47
Pontriaguine, 153
population, 11
potentiel, 27
principe

du maximum, 24
du minimum, 24

probabilité markovienne, 9
problème

de Dirichlet, 14, 27
de jeux, 81

processus de calcul, 137
programmation dynamique

chaı̂ne de markov perturb´ee, 67
coût actualisé, 50
coût ergodique, 53
en horizon fini, 48
information incomplète, 57

projecteur spectral, 17, 21
pseudoinverse, 17

relaxation, 83
réalisation, 58
régulateur

LQ, 99
LQ (approche fr´equentielle), 103
LQG, 92
LQG information compl`ete, 94
LQG information incompl`ete, 95
robustesse LQ, 110

résolvante, 16

sensibilité, 40
solution, 35
sortie, 46
sous-solution, 35

plus grande, 35
spectral, 36
stable

asymptotiquement au sens de Lyapou-
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entrée bornée sortie born´ee, 111
exponentiellement, 111
Lyapounov, 110

stock d’eau, 45
stratégie, 47

déterministe, 47
Nash optimal, 82
relaxée, 47

stratégies, 146
suite

de Sturm, 114
système

d’équations lin´eaires, 33
fermé de files d’attente, 73
ouvert de files d’attente, 80
positif, 106

série génératice, 58

tableau
de Routh, 115

temps d’arrêt, 14
théorie spectrale, 36
théorème

grands nombres, 42
limite centrale, 42
Lyapounov, 111
Popov, 108
Routh, 115
Sturm, 114

transformée
Cramer, 42
Fenchel, 41

transitoire, 23
transport, 126

valeur propre
maximale, 38

zéro
absorbant, 29
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