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Ce cours est une introductianla commande optimale stochastique.
On traite la commande des chas de Markova états en nombre fini, as-
sez en dfail. La commande des sgstes lirfairesa temps discret avec
bruits gaussiens et ceité quadratique (LQG) esgalemengfudié mais plus
brievement. LEtude de la robustesse degulateurs obtenus est seulement
esquisee.

On veut montrer dans ce cours comment formaliser les prises de
décision en avenir incertain. Le point de vue adogst celui de la recherche
opérationnelle dans les parties concernant lesngdsade Markov et celui
de l'automatique dans la partie concernant le LQG. Dans les deux cas |
faut choisir une commande en “feedback” surdedriements effectivement
realigs.

Dans la premgfe situation on veut minimiser un @fe ayant un sens
économique, par exemple, leudale gestion d’'un sysme de production, ou
le cait de maintenance d’un atelier, ou lewt@’investissementchelone”
dans le temps d’'une entreprise — les variables el@sibnetant respec-
tivement quand et combien produire, quand entretenir, quand et combiel
investir.

Dans la deweme situation le but du feedback est d&liofer la
réaction,a un ordre, du systhe commanel” Le criere de qual# est la
forme, dans le temps, de lapbnsea’I'ordre don® pour une famille plus
ou moins bien sgcifiee de systmes, dans le voisinage d’'un ssté no-
minal. Les crieres ne sont plus alors que des intedmires de calcul sans
grand sens physique. Par contre, d’autr&dpcupations apparaissent : -la
stabilitt en temps, -la robustesaelés perturbations.

La difference entre les deux cas n’eatesfient pas aussi essentielle
gu’on pourrait le croir@ priori. Elle provient plus du point de vue que de la
nature du pbhorene. La saturation d’'un amplificateur nous importe peu.
Le débordement d’'un grand barrage ou l&trd’une centrale nueHire nous
parait un beauaghis.

Pourécrire ce cours nous avons fait des choix, nous avons egprim’
point de vue mefne si I'expos’semble &5 objectif — @finition, theoEme.

Il n’est pas inutile, je crois, d’avertir le lecteur des choix conscients qui ont
eté faits et de leurs motivations.

On se place dans la situation mathatiquement la plus simple: -les
chahes de Markowa états en nombre fini, -les sgshes lir€aires gaussiens.
D’autres approches sont possibles comme les diffusions stochastiques.
ce dernier cas estdas formateur sur le plan mathiatique, il noiea notre
avis, le point essentiel diehat dans un formalisme difficile, sans jamais ap-
porter au bout du compte, jusg@uprésent, un&sultat Eellement nouveau.

L etude des diffusions doit vena,notre avis, dans un second temps — pour
ceux plus ingresss par les matimhatiques soul@€gs que par laesolution
pratigue — lorsque ce qui est faisable et central dans lesgras de com-
mande até bien identifE.




6 TABLE DES MATIERES

On parle des chaes de Markov d’'un point de vue ancien, c.a.d plus
analytique que probabiliste. Les probalefitapparaissent surtout au niveau
de la modlisation des motivations. Les raisonnements sont analytiques su
la loi de probabili€ dfinie. C’est la faon de faire de Pallu De La Baetie
dans son livre d’automatique, ou de Gantmacher dans son livre sur les me
trices. On favorise souvent les manipulations des matricegtinnt de
I'espérance conditionnelle. La raison est claire: la manipulation des ma-
trices est mieux connue que I'espince conditionnelle — bien que cette
derniére s’appliquea’des situations beaucoup plusngrales. De plus, le
point de vue probabiliste est beaucoup plus aglagd cEmonstration de
théoremes limites qu’aux ethodes numriques ecessaires aux calculs ef-
fectifs — dés que I'on sort des quelques casstparticuliers faisables la
main. Enfin la manipulation matricielle eatla base de toute liregiierie
actuelle. Nous manipulerons, donc, surtout, les matrices stochastiques.

L economie de temps faite par ces deux premiers choix permet d’al-
ler plus loin dans lag$Solution nurefique des proleimes. Privi€gier cette
résolution nurefique est le troigime choix fait dans cet expasll nous
semble, en effet,sementa tort, que ces probmes sont, en fait, relative-
ment bien compris au fond. Par contre, il y a de grosses diffisaltes
appliquer, dans le caggéral, y compris en utilisant de gros ordinateurs, du
fait de la complexie’exponentielle du calcul avec la dimension duesyst.

[l faut structurer, simplifier, agger pour diminuer cette complexitNous
avons indige quelques pistes dans cette direction ettmodes de perturba-
tions, -€paration des variables.

Le quatreme choix privi€gie l'algebrea I'analyse. Depuis quelques
anrees, des structures algriques sous-jacentes aux perbEs d’optimisa-
tion sont apparues. Elles font apparaitre une dei@iitre I'optimisation et
les probabili€'s. Chaque fois que celat possible, dans ce cadre introduc-
tif, cette duali€ aété explicige.

Enfin la commande des cim&s de Markov est plusdélopge dans ce
texte que la partie LQG. Ce choixeté fait pour deux raisons. Les structures
discretes sont plus facilea utiliser que les espaces gaussiens. lemitie
des systmes est peu enseigmen dehors de certainesoles d’inghieur,
malg® son grand imrét pratique et teorique. Nous avons voulu donner,
dans ce cours, seulement une ouvertuce domaine.

Malgré son apparence spiali€e, cet expasieut avoir une poge tes
gérérale. Les chaies de Markov sont la meilleure illustration que nous
connaissons de la notiahetat La nécessié’deretroactiongpour faire fonc-
tionner un systme s’est impa=e s I'antiquig et laprogrammation dyna-
miqueest le seul moyeneag€ral de les optimiser. La versioregrmiste,
temps continue, dedquation de la programmation dynamique n’est autre
gue I'équation dHamilton-Jacobigui est centrale en etanique analytique,
elle mMéme centrale en physique. Legthodes de perturbatiorent acquis
depuis longtemps leurs lettres de noblesse en physique. Quanethxdas
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deséparation des variablesés liéesa la thréorie des groupes montremta
fois la puissance et les limites de la recherche de solutions explicites.

Par ce cours nous avons voala fois : -expliquer des outils utilesdes
gestionnaires, -illustrer, dans une situation reatatiquement difffente,
des ides rencon&és en physique, edelopper des outils fondamentaux en
automatique.
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CHAPITRE 1
CHAINES DE MARKOV

1. DEFINITIONS
Une chaie de Markov estefiniea partir du quadruplatZ, £, M", p°)
ou:

e £=1{1,2, ---, E} désignd’espace de®tatsqui sera fini;

e neN=17 letemps

e M", n € 7 une famille de matricek x E appeEesmatrices de
transitionvérifiant :

Mg, >0, Vne T, Vx,ye €&,

D> My =1, VneT, Vxe€&;

ye&

e p° une probabilig”sure appe€eloi initiale .
On appelle alors:

e Q = &7 I'espace des trajectoires, € ; X"(w) = " les applica-
tions coordoneés

o F" = {7?(5”) x {€, (Z)}N}, n € 7 lafamille de tribus croissantes sur
Q rendant les applications coordaesX!, j < n mesurables;

o F =0 {| JF"{ latribuengendzé par les".
n=1

Sur (2, F) une loi de probabilag’sera dite markovienne si:
PX™ = x" X" = x", X" =x"1 L X0 =x0) =MD,
SiM" = M, Vn € 7, on dira que la chae esthomogneen temps. La
loi de probabili€ sur I'espace des trajectoires esfidie de faon unique
(gracea un tléoeme de Kolmogorov) par ses lois marginales de dimension
finie:
n
POX™E = x™, . X0 = x0) = p% [ [ M -
k=0

Pour illustrer ces éfinitions donnons quelques exemples.

2. EXEMPLES

o]
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2.1. EU DE PILE OU FACE

Les variables aatoiresX” repEsentent la fortune d’un jouearpile ou
facea l'instantn dont I'evolution est egie parX™*! = X" +Y" ol lesY"
forment une suite de variable®aloires, dpendantes d&", a valeurs dans
{—1,0,1} etdelois:

X"=00<X"<E|X"=E
P(Y" = —1|X") 0 1/2 0
P(Y" = 0| X") 1 0 1
PCY" = 1| X") 0 1/2 0

Les X" ainsi dgfinies sonta’valeurs dang0, 1, ..., E}. LorsqueX" = 0
le joueur est ruig, il s'aréte. LorsqueX" = E il a gagr€, il s'arréte
également. La chaé de Markov dcrivant I'évolution de la fortune du

X’VL

>» n

FIGURE 1. Trajectoire de la fortune du joueur

joueur est homaogrie en temps et de matrice de transition:

"1 0 07
2 03
M=|0 1
: %O%
| O 0 1|

2.2. GESTION DE BARRAGE

On décrit ici I'evolution du niveau d’eau dans un barrage dont les ap-
ports sont aatoires et sur lequel on peut agir en turbinant de I'eau pour
produire de I'electric’ Y" rep®sente les apport¥" la quanti€ d’'eau
en stock,Z" la quanti€ turbiréde. On suppose que |&§' sont des va-
riables afatoiresa’ valeurs dan§0, 1} indépendantes, de loi de probalalit”

Les commandes

znz{ 1 siX">E/2,
0 siX"<E/2,
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définissent une politique de gestion deservoir en boucle fere®. Cela
signifie que les dCisions épendent de #fat du systme — ici la quanta”
en stockX".

On suppose la capaeitie stockagedalea E. La matrice de transition
décrivant I'evolution du stock d’eauetrit alors::

~p 1-p O 0 7]
0 - .

p 1-p
| 0 p 1-p._

On désigne pach.,. I'energie produita I'instantn, lorsque le stock est

Y,
\
|
N
\

FIGURE 2. Evolution d'un stock d'eau

dans létat X" et la quanti¢”turbirée vautZ". On aimerait calculer :

N—-1
E {ZC?@Z”XO = XO} ’
n=0

c.a.d. 'esgrance mathrmatique de Bnhergie produite sur lagpiode Q N
sachant que le stocklinstant O€taitx°.

2.3. BVOLUTION DES POPULATIONS DUN COUPLE DE PROIES ET DE
PREDATEURS

On consi@re une population de proies et deegateurs dont on veut
prédire I'évolution et ses corgjuencegéonomiques. On note:

e X! la population de proies disons de souris;

e X3 la population de grdateurs disons de chats;

e Y[ une variable aatoirea valeurs danf0, 1} indiquant la naissance
d’une souris entreeti + 1:

o X surX? < Eq,
P(Y) = 1|X]) = { 1o ' aillleurs,
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e Y. une v.a.a valeurs dang0, 1} indiquant la naissance d’'un chat
entrei eti + 1:

03Xh  surX) < Es,
P(Y, = 1|X3) = { 3o ’ aillzeurs,

e Z7 une v.aavaleurs danf0, 1} indiquant la mort d’une souris entre
I eti + 1,
P(Z] = 1|XI, X5) = oo XI XD ;
e ZJ une v.aavaleurs danf0, 1} représentant la mort d’un chat entre
I eti + 1,
n
2
1+ Xj
La population de souris est alors comprise entre B, att évolue selon :
X = X0 4 Y - 27

P(Z) = 1|X2, XD) = p4

La population de chats est comprise entre B¢t évolue selon:
n+1 __ n n n
X0 = X3+ Y] —ZD .
EXERCICE 2.1. 1. Quelles sont les variablesalbiresa’ mémoriser
pour rendre le processus markovien?
2. Quelle est la matrice de transtion correspondante?
3. Sil'on désigne palc”g la consommation de grains des souris entre

les instant®: etn+1, quelle est I'esprance mathmatique de la perte
totale de grains c.a.d. quelle est la valeur de:

N—-1
n 0__ 0 yO0O __ L0
E {Zcxﬂxl =x%, X9 = xz} ?
n=0

3. EQUATION DE KOLMOGOROV
3.1. EQUATION DE KOLMOGOROV EN AVANT

ProOPOSITION3.1. SiP désigne la mesure de probalslid’'une chaie de
Markov de matrice de transitioll et de loi d’entge p° alors la loi margi-
nale pf; définie parP(X" = x) est solution de:

pn — pn—an—l ,
{ p°donre . (3.1)

PREUVE. Par d&finition d’'une loi marginale on a:
Pl = (p°MOML.. M),

d’ou le résultat. ]
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3.2. EFQUATION DE KOLMOGOROV ARRIERE

On consiere I'évaluation de I'esprance matbmatique d’une fonction-
nelle additive de la trajectoire sur un horizon fini c.a.d. sur un nombre
fini de périodes de temps. Oevalue cette fonctionnelle par ueguation
recurrenteefrograde.

PROPOSITION3.2. Etant doneé une chaie de Markov de matrice de tran-
sition M", la fonctionnelle:

N-1
vy = E{ZCMX” = X}
j=n

est solution de Bquation ecurrente de Kolmogorov aetie :

vn—l — Cn—l + Mn—lvn ,
{ N — 0. (3.2)
PREUVE. Démontrons cegsultat poun = 0.0On a:
N—1 n-1 .
V=) (] [MhHc"
n=0 j:O
gracea I'equation de Kolmogorov avant et donc
00 =4+ MOt + M+ M2 + ... + MN-1cNhy)y |
d’ou le résultat. O

3.3. EQUATION DE KOLMOGOROV ACTUALISEE

On consi@re le néme probéme que prddemment mais cette fois sur
un horizon infini et un cof par griode actualisc.a.d. écroissant de fam
exponentielle avec le temps.

ProPOSITION3.3. Etant doneé une chaie de Markov homognie de ma-
trice de transitiorM, la fonctionnelle

+00
1 0
UXZE{nZO:manlx :X}
est solution de Bquation:

(A—Mv+c=0, (3.3)

ou A= M — | est appelt’gérérateurde la chaie de Markov.
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PREUVE. On a:

+00
1 0
Uy = E{ZWCanx :X} s

n=0

1c+ 1E§ ! Cxni1| X0 = X
(1+)\’)X (1+)\’) (1+)\’)n+1 Xn+1 == )

n=0
1 o +
1+ 2) (142
1 o + 1
1+ 2) (142
d’ou le résultat. O

E{vyx:| X = x} ,

(Mv)y ,

3.4. EQUATION DE KOLMOGOROV ARRETE

On consi@re un prokdme du neime type que celui du paragraphepr’
cédent mais cette fois @t avant l'infini selon une praxure pouvant
dépendre de état pesent.

DEFINITION 3.4. Unev.ay : Q — R* est un temps d’aet’si{v = n} est
F" mesurablé/n € N.

EXeEmMPLE 3.5. Les deux variables edtoires suivantes sont des temps
d’'arrét.
e V(w) =N,V € Q2.
e Etant done’un ensembleB c &£,vg = inf{n : X" & B} est un
temps d’aret apped'temps de sortide I'ensembleB.

EXERCICE 3.6. Montrez que:

e vg est effectivement un temps d’aty”
e par contrevg — 1 (I'instant avant la prenaire sortie) n’est pas un
temps d’aret.

PrROPOSITION3.7. Etant doneé la chaie de Markov homaogrie de ghé-
rateurA, B C E, vg le temps de sortie dB, la fonctionnelle:

vg—1
1 1
=F Cxn D yop | X0 = x
" {;mwl AN }

est solution du proleime de Dirichlet suivant

(A—xXv+c = 0 surB
{ v = ®/(1+xr) surls. (3.4)
PREUVE. Il est immédiat d’adapter la preuve de la proposition
précédente. Donnons une autre preuve plus technique mais montrant de
idées utiles. Cette preuve consiateouver une intergtation stochastique
a la solution du prolg@me de Dirichlet.
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Soitv solution de (3.4) on a alors:
Efr{vynis — (Mv)xn} = 0, surX" € B,

a cause de la pro@t de Markov deX,.
SurX" € Bonadonc:

REF" ;v 1 — ! v
n+1 Xn+ n Xn
1+x) 1+x)

Fn -_— n — n
{<1+x>n+1('v'”)x YU } ’

((A— ?»l)v)xn} :

= Fn {—
(1 + )L)n-i-l

— _EFn ;C n
- (1+A)”+1 X :

SurCg on définit ¢ parc, = —[(A — A1)v]y de faon a prolonger IEgalig
précédentea’toutf. En notant:

1

n+1
T 1+ )L)n+1vx" = Uxo + Z (1+ A)kﬂ

R" est martingale partant de O.
Rappelons qu’une martingaR' est un processusvifiant

EF"(R)=R™, vn,m, n>m.

Alors R™e est aussi une martingale partant de 0, en effet:

n—1
n-1 n-1 _
EF RS =3 " 1em R™ + Ligon BT R = ROV

m=0

puisque{vg > n} = C{vg < n — 1} estF"! mesurable.
Onadonc:

FO 1 nAvg—1 1
E WUXMUB + kXO: mcxk = Uxo .

En passant alors la limite enn on obtient :

1 el 1
Fo Z —
E {11)B<oo (1+)\’)UB+ICDX B + (1+)\’)k+1 } = Uxo ,

d’ou le résultat, puisque/A1 + 1)"® = 0 sur{vg = oc}. O
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4. ETUDE ANALYTIQUE DES MATRICES

On étudie les matrices d’'un point de vue analytique. On obtient ainsi
des Esultats qui peuverdtfe vus comme des corollaires de la mise sous
forme de Jordan d’'une matrice. Lapproche deeamci pgsente I'in€rét de
se @gréralisera la dimension infinie; elle est &€ du livre de Kato sur la
perturbation des arateurs. Comme corollaire de cesultats on obtient
la semi-simplici€” des valeurs propres de module 1 des matrices stochas
tigues. On a alors les outil®néssaires pour comprendre le comportement
asymptotique des chr#s de Markov.

4.1. DEVELOPPEMENT DE LA RESOLVANTE D' UN OPERATEUR AUTOUR
D’ UNE VALEUR PROPRE

On se donne un apateurA (ici une matriceE x E).

DEFINITION 4.1. On noteR* la résolvante de I'oprateur A, @finie par
R:A) = (A—Xx1)™t ol Vi e C\Sa avecSy le spectre deA — c.a.d.
I'ensemble des. € C ou A — Al est singulere. On a alors &galig des
résolvantes:

R — R = (1; — Ap) RMR™2, (4.1)

PREUVE.
R+ —R2 = R“M(A—-i)R?— R (A—-A)R?
= (A — A)R™RY,
L]
PROPOSITION4.2. L'applicationk — R* est analytique sut\Sa, et n'a
pas de ple a l'infini.
PREUVE. Gracea I'egali® des €solvanteson a:
RO=ZR+RO—R =[1— (A — 1) RR",
etdonc:
R = [1-(G—-1)R] 'R,

+00
— Z()\’ _ Ao)n(RAo)n+1 .
n=0

1
IR']

La Lrie est convergenteed quei — Ag| <
dansC\Sa.
D’autre part:

et doncR* est analytique

—+00
R=A-0"=-211-2tAT == A tA
n=0

est convergentead quer > |A|. O
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THEOREME 4.3. Dans un voisinage de la valeur propgede A, on a le
développement

m-—1 +00
Ri=-(0—2)"P=> =2 "'N"+ > (A—19)"S"", (4.2)
n=1 n=0
avec:
e P projecteur spectral sur I'espace propr@assoct’a la valeur propre
Ao, SUppos’de dimensiom;
¢ N le nilpotent assoeia la valeur proprey;
e SvérifiantS(A— 1g) = (A—19)S= | — P donc pseudo inverse de
A sur le supmmentaire de I'espace propve

PREUVE. On dgveloppeR” en <rie de Laurent au voisinage de= g, on
obtient:

“+00

R'= > (.—%0)"Bn,

N=—00

ou:
1 —n—-1pi
Bh=-— [ A —20) R*dx ,
27l Jr

etI” est un cercle entourant la valeur propgea I'exclusion de toutes les autres,
orieng dans le sens positif. En prendtitun cercle entourarit ayant les refnes

FIGURE 3. Contour d'inEgration
propriétes qud” on obtient en utilisant égali€ des esolvantes:
BnBm
1 /
= — / /(,\ —20) "0/ = 2o) ™ IR R dadn
(27'”) ' JT

_ 1 / / R R drdy
@) Jo Jr 0= 2™V = Ag)™HI(V — 1) ‘
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D’autre part on a:

1
P /F (=20 " — 07 = gV —a0) T,

avec

nm=1 sin>0,
nn=0 sin<O0.

En effet:

e sin < 0, donc si-n — 1 > 0, on a I'analyci€’ de(x — 19) "%, et comme
[’ esta I'extérieur del’, la formule de Cauchy montre qug = 0;

e Sin > 0, posan = 1/(A — Ag), par ce changement de variablelevient
I'y, I devientl'}, avecl’; C T'1 eton a:

% /F(,\ — 20) ™t/ = )7 tda
— _i n+1(i_l)_1d_l/~
2ri) Jr, W p?
_ Y e m du
— @m) Iy = p?
1 ,ou”
T @) rlﬂu—u’du
= ()™
1
= W

Demémeona:

L o™ — MY = (= ) — g™

2mi) Jp
etdoncona:
-1
B,Bn = M/@_xo)—n—m—zmx, 4.3)
27l r
= (Mn+1m— D Bnim+1 - (4.4)
Posons alors::
P = —-B.,
N = —-B.,
S = Bp.

En particularisant la formule fondamentale (4.4) on va obtenieseltat annore”
dans le teoreme.
Nous rassemblons ces particularisations dans le tableau :



4. ETUDE ANALYTIQUE DES MATRICES 19

n|im = commentaire
-1]-1| B? =-B; P2 = P est une projection
-2 -2| B?%,=-B_3 B_3=—N?
—2|-3|B_yB.3=—-B_4| B_s=-N3 B,=—-N"1n>2
o| o BoBo = B, Bi=5°
1] 0 [BBi=Bj=B; B, =S Bn=S"'n>0
—1|-2|B_1B.s=-B_,| PN=NP =N
-1/ 0 B_1Bp=0 PS=SP=0
—2] 0 B_,By=0 NS=SN=0
On adonc
[ele] —+00
R'= —(A—Ag) P — Z(,\ —20) "INT 4 Z(,\ — A" S,

n=1 n=0
CommeP est une projection, on a ladompositiondé& =V W avecV = PF
etW = (I — P)F. En posant:

+00
Q' =-—2)7'P=) (-1 "N,
n=1

Q* est la partie principale d'uneegé de Laurent autour d’une singularisoke.
Q* est donc convergente polr# Ao, et donc le rayon spectral de est nul, et
doncN est nilpotent, et donc, sh = dim(PF), onaN™ = 0.

Si I'on note par un indice les oErateurdN, P, Q assoags aux autres valeurs
propres, on montre deenie que:

PP =dikP |

> R=1,
k
R'=Y Q.

En remarquant alors que:
(A=2R" = (A=24+r—2)(A—N)"1T=14+%—- 1R,

(A=20)Bn = R*(A — Ag)da ,

1 / 1
i) Jr (0 — Ao)™Ht

1 1 .
- (271) /1“ O — )\O)n-i—l(l+ (A —20)RHdA
= o+ Bn-1,

et donc poun =0:
(A=10)S=S(A—1)=1—-P,
et pourn = —1:
P(A—ip =(A—2i9P =N,
ce qui revienedire que:
AP =3P+ N,
on a obtenu la@omposition spectrale de. O
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4.2. APPLICATION AUX MATRICES STOCHASTIQUES

Une matrice stochastiqus! est une probabilit’de transition d’'une
chahe de Markov. Elle gfifie donc:

Myy >0, VX, yef&,

ZMxyzl, VXEg.
ye&
ProOPOSITION4.4. Sil'on note:

e |V|s = SUpP|vy| pourv € RE,
xe&
o |Alxs = Sup |Av|s pourA e REXE,

Iv]oo <1
pour toute matrice stochastiqi, on a|M|,, = 1, et donc toutes les va-
leurs propres d& ont des modules iefieursa 1.

PREUVE.
IMvlae = SUp| D Myyvy| < (SUplvy)(SUPY  Myy) = Supluy| .
Xy y Xy y

etdonc|M|, < 1. En prenant’ = (1---1) on obtient [égalig. ]

Du théoeme donnant le elieloppement de laesolvante, valide pour les
matrices gnérales, on dduit le corollaire suivant sur les matrices stochas-
tiques:

COROLLAIRE 4.5. Les nilpotents ass@s aux valeurs propres de module
1 d’'une matrice stochastique sont nuls.

PREUVE. Soient,Ao une valeur propre de module 1 d& — matrice
stochastique — et = A € C, o > 1 € R. Alors

v & +oo)\’_)\’o XO
U = Z An+1 Cx| =X

n=0

< Pl et
T T LI

|A — Aol

A =1
= sup|Ck| .
X

= SUD|CX|
X

Et doncv;; est bore'Vva, |A| > 1. Orv* est solution de Bguation de Kol-
mogorov :

(M —)v* + (A —20)c=0,
et donc
V' = — (L — Ao) R*(M)C < sup|cy] ,
X
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ce qui n'est possible, d'aps’le tlEoreme pecddent, que si le nilpotent de
M assoc®'a la valeur propre est nul. O

5. PROBLEMES ERGODIQUES

Nous pouvonsfudier maintenant €quation de Kolmogorov dans le
cas ergodique (c.a.d. lorsque le taux d’actualisation tend vers 0, ou plu:
classiguement le cas duuwtahoyen par uné’de temps).

COROLLAIRE 5.1. Sil'onnote
+00

A
A 0 __ +
vX_E{§ :—(1+Mn+1cxn|x _x}, A eRY,

n=0
on a limv* = v = Pc ol P désigne le projecteur spectral sur I'espace

r—0
propre assoeia la valeur propre 1 d& — matrice de transition de la

chahe de MarkovXx".

PREUVE. D’apres I'équation de Kolmogorov actuatisv*, A > 0 est
solution de

(A— v +Arc=0,

ou A = M — . LamatriceA admet la valeur propre 0 et le nilpotent associ”
est nul geice au corollaire (4.5). Commeé = —AR*(A)c le développement
(4.2) donne leaSultat. ]

PROPOSITIONS.2. Le vecteup = Iim0 v* pourv* défini au corollaire (5.1)
A—
est I'unique solution d’un des syshes d€quationgquivalents suivant :

(v,q) = (c,q), ve N(A), Vqge N(A), (5.2)

Aw +c=v, veN(A), weRA) . (5.2)
ou N (A) désigne le nayau dA et R(A) désigne I'image deA.

PREUVE. Dans le corollaire on a momrjuev = Pc, prenonsw =
—Sg alors (5.2) devient:

—ASc+c=Pc,

qui se &duit deAS= SA=1 — P.

Montrons que (5.2% (5.1). Pour cela il suffit de faire le produit scalaire
de (5.2) paqg et d'utiliser(q, Aw) = (A'q, w) = 0 qui provient du fait que
g e N(A).

Montrons I'unici# de la solution de (5.1). Pour cela supposons qu'il y
ait deux solutions. Notorila difference, on a:

(z,q) =0, ze N(A), Vg e N(A),

et doncz € R(A) et doncR(A) N N (A) # 0 et donc il existeu tel que
v = Aue R(A) # 0etAv = 0 et doncA?u = 0, Au # 0, et donc le



22 1. CHANES DE MARKOV

nilpotent deA assoat'a la valeur propre 0 est non nul ce qui contredit le
corollaire 4.5. O

EXeERcICE 5.3. Démontrer que (5.1 (5.2).
On aégalement un #drEme ergodique qui peetre vu comme un corol-
laire du tléoeme 4.2.
COROLLAIRE 5.4 (Théoeme ergodique).
lim i[| +M+M+. MY =P,
m—oo M

ou M désigne une matrice stochastiquePele projecteur spectral sur I'es-
pace propre assad la valeur propre 1 d#l.

PREUVE. M = (&P + N) ol &; désigne les valeur propres &,

|
P, les projecteurs spectraux Mt les nilpotents assoes.
Onalimy. (AP +N)™=0dés qugir| < 1.
D’autre part, en utilisant le fait que les nilpotents asss@ux valeurs
propres de module 1 sont nuls, on obtient:

1 1m—1
[l M+ M= Y SN AP te.

i,|Ai =1 k=0
Mais
_ 1Aam—-1
1% o sin £1
Sy M=imaoz ST
k=0 1 sivi =1,
d’ou le résultat. O
REMARQUE 5.5. Puisque l'on a
rd (1_|_ )L)n-i-l

notantv une variable aatoire sulN, indépendante d&", de loi dfinie
par:

P{y =n} = AT
ona:
vk = E{cx | X% = x} .
D’autre part,
RESS ni 1
Ev = nXZ; m = S

Et donc lorsque. — 0, Ev — oo, ce qui montre que le corollaire
(5.1) est une sorte dedgbfeme ergodique dans lequel on a rempl&cloi
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uniforme sur [0m — 1] par une loi exponentielle et le passap& limite
surm par un passage la limite sur le taux de I’ exponentielle.

ExERCICE5.6. Vérifier laformule:Ev = %

6. PROPRETES COMBINATOIRES

Etant donee une chae de Markov de matrice de transitidh, on lui
associe I'application:

r:& — PeE),
X — I'X)={yef : Myy>0}

c.a.d I'application qua'un noeud du graphe (asseaila chafe de Markov)
fait correspondre I'ensemble des noeuds accessibles par une transition c
probabili# non nulle.

Un chemin de longueun allant dex® a x" € & sera la doneé de
x%...x"avecxk e I"(x¥1). Un circuit sera un chemin revenanson point
de Bpart. Les noeuds sont vus comme des chemins de longeeurQn
définit alors:

¢ larelation déquivalence:
X ~ Yy < X ety appartiennera un néme circuit;
e le préordre
X > Yy < 3 un chemin de longueur quelconque allanixdey .
Par passage au quotient, ceqrdre @finit une relation d’ordre sur les clas-

ses déquivalences. On a alors lesfihitions::

e une classe @quivalence est ditBnale si elle est minimale pour la
relation d’ordre entre les classes,

e une classe non finale est ditansitoire,

e un ensembleA € E est ditclos s’il n’existe pas d’arc ayant son
origine dansA et son extemité dan<,,

e une chaie de Markov ayant une seule classe estidiductible

FIGURE 4. Exemple de chae de Markov

EXEMPLE 6.1. La chaie de la figure 4 a 2 classes transitoires (1,2) (5) et
2 classes finales (3,4) (6,7). La sousicleq(6,7) est ireductible.
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7. BASE DEN(A)
Soit une chaie de Markov de matrice de transitidh, notonsA =
M—1 son grérateur. Urelémentp de/N (A') vérifie A p = 0doncpA =0
doncpM = p c’est donc une mesure invariante pdr On veut @crire,

dans ce paragraphe, 'ensemble des mesures de probabiliHriantes par
M.

DEFINITION 7.1. Un orateurA satisfait au :
e principe du maximum [resp. principe du minimusn]

(Av)x <0, VX € arg m?XUX [resp(Av)y > 0, VX € arg mign Uy];
Xe Xe

e principe du maximum positif [resp. principe du maximum strictement
positif] si et seulement si:

max vy > 0= (Av)x <0, VX € arg m?XUX
X Xe
[resp. maxvy > 0= (Av)x < 0, VX € arg m?XUX ].
X Xe

PROPOSITION7.2. SiM est une matrice stochastigde= M — | satisfait
au principe du maximum et du minimum ét— D, D diagonaleD; >

0 [resp. > 0], satisfait au principe du maximum [resp. strictement] positif
— les matricesvi — D sont dites sous-stochastiques.

PREUVE. Soitx € argmaxcs{vyx} on a alors:
(Av)y = Z Myyvy — vx < Z Myyvx —vx <0,
y y

puisqueMyy > 0,> " My, = L etvy < vy, Vy. O
y
REMARQUE 7.3. On peut dfinir de méme le principe du minimumegatif

[resp. strictementegatif] verifié par les matrices stochastiques [resp. sous
stochastiques].

Etant done un vecteum, il peut toujours scrirep = p™ — p~ avec
Py = max(px, 0) et p, = max(—px, 0) Vx € £. On note aussp™ et
p~ les vecteurs de dimension plus petite constitdés seulsléments non
nuls. Avec cet abus de notation et un changement deenutation on notera
eégalemenp = (p*, p7).
LEMME 7.4.

pe N(A)= p" e N(A), p~ e N(A).

PREUVE. On a la patrtition:

Air A2
A= .
|: Aor Az ]

Ona:
PA=[ p"AL—pP A P A2—P Az ]=[0 0],
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mais—p~ Ax; < 0 car tous les coefficients d&; sont positifs. On a alors
p~Ax; = 0 sinon(—p Ax,1) < 0 ce qui impliqgue qug ptA, 1) >
0 mais(ptA11, 1) = (p*, Airl) < 0 d’apres le principe du maximum
positif appligLea la sous matricé;;. De méme on ap* A;, = 0 et donc le
résultat. O

THEOREME 7.5. Il existe une basg?!, p?, ..., p™) de N (A) telle que :

e les p* sont des mesures de probalkisittle supports disjoints. Ces
mesures de probabiis seront appe€s dans la suit@esure de pro-
babilités invariantes exémalegMPIE) de M,

e leurs supports sont les classes finales de laneh@é Markov.

PREUVE. Du lemme pecédent @coule I'existence d’'une base de
N(A): notée(q, ..., g™ telle que:

>0, > qi=1. (7.1)
X

En effetétant doneée une base quelconq(s - - - ey),

(ei_F’e]T5 %—i_’%— T 'e$5 er;)
appartienta’ V(A) et engendre\V/(A) et on peut en extraire une base. Il
suffit alors de normaliser cette base pour obtenir la petidEsige.

Silesg® n'ont pas leurs supports disjoints on peut construire une nou-
velle base ayant cette prop# . En effet supposons qug et g soient
dans ce cas alogsq® — Aq? € N(A) , VA, n etdonc(r?, r?,r3) définis
par:

o suppq”
RN I SurCSU_ppq“ﬂsur)pqﬁ ’
0 ailleurs,

2 _ g% sursuppg® Nsuppg”? ,
10 ailleurs ,

suppg*nsuppg?
0 ailleurs,

B
3 { qf surCPM

gérere I'espace vectoriel engerdvar legy* etq? et appartiennerg N (A)
grace au lemme pdent.

On construit ainsi une bage!, r?, ... ,r™) de vecteurs efifiant (7.1)
et ayant leurs supports disjoints. Si I'on note aléys- - f, leurs supports
ett = 0%, o1 . Ase Eécrit:

| ] fo] fum] t |
f1 0] 0|0
A= f, Al 01O

A

0
fmll O | O |An] O
t || Ax| - | - | A
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En effet si 'on note: Bji = {Myy,x € fj, y € fi} alorsB;; = 0 pour
j # i sinonenprenanp =r' —r’ on aurait:

(pA)fi =I’iA|' —I'iji =0= Bji =0.

En effet dans le cas contraire on aurait:B;; > 0 avec(r!B;;, 1) > 0,
mais alors(r' Ai,1) > 0or(r'A,1) = (r', Al) < 0 puisqueAl <0
d’aprés le principe du maximum positif.

D’autre part les supports des MPIE sont des ensembles clos et don
des unions de classes closes minimales, et donc la dimensidh( 46
est plus petite que le nombre de classes finales. Inversement pour chaq
classe finalef , notonsA; la restriction deA a 'ensemblef, A¢ est encore
un gérérateur d'une chae de Markov, et a donc au moins une mesure de
probabili€ invariantey , alors :

-1 surf |
— | 0 alilleurs,

verifier A = 0 et la dimension d&/(A) est plus grande que le nombre de
classes finales, diole résultat. O

REMARQUE 7.6. fq, 5, ..., f,, sont donc les classes finales, et dorest
I'ensemble degtats transitoires.

8. BASE DEN(A)

Une base deV'(A) ayant une intermtation probabiliste peldtie ex-
plicite. Ce sont les probabiis d'atteindre une classe finale deerpartant
d’'un état transitoire. On a vu au paragraphegdent que le grérateur
d’'une chanhe de Markov a la structure suivante :

| fo| fo] fm| t |
frlAA] 0] O] O
fmll O | O AL O
t A | . | A
ou
o f1, fr, .-, f, sontles classes finales,

¢ t est'ensemble destats transitoires,
o dim(N(A)) = dim(N (A)) estégal au nombre de classes finales.

PROPOSITIONS8.1. Toutes les valeurs propres g, = Ay + | sont de
module strictement imffieura 1.

PREUVE. Puisque legtats appartenaatt'sont transitoires, il existe un
chemin de longueum allant de toutelémentx € t a une classe final§,
mais alors tout chemin de longueur plus grandemuega encore dé¢ a f;
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puisque le chemin pEdent se prolonge par un chemin dafsil existe
alorsn tel que

| fi | fo | fm | t |
fr || (Mp)" 0 0 0
(M)"= f, 0O |(M)"| O 0
fm 0 0 (Mp)" 0
t Bi1 : : (My)"

pos&de dans chaque ligne indexdang, unélément non nul en dehors du
bloc diagonaMy;. Et donc la somme des coefficients en lign€llig)" < 1
et donc|(My)"|s < 1 d’ou le résultat. O

THEOREME 8.2. Une base d&/(A) est constitee par les vecteurg’ so-
lutions uniques des prodines de Dirichlet :

Ax) =0surt,

x!=1surf,

x! =0 ailleurs .

PreUVE. En utilisant la structure de la matrice A il suffit de montrer
que:
(A1l + Agx') =0, ¥xet. (8.1)

ou 17 désigne le vecteur dont les composantes sgalésa’1 et dfinies
pour lesetats appartenat f;. Mais A, est inversible puisquéy; a ses
valeurs propres strictemenegatives et dong,) = (—A; A1)y, X €'t
est la solution cher@®. O

REMARQUE 8.3. Potentiel d’'une chaé transitoire. La matrice :

+00
R=) (My)"

n=0
est appapotentielde la chaie transitoire de matrice de transitith;. On
remarque que puisquil| < 1, R < coonay! = RA;1" en utilisant
Al = =+ A
REMARQUE 8.4. Interpgtation dey!. x} s'interpEte comme la probabi-
lite d’aller dansf; partant de kftat transitoirex.

+00
X = [Z(MH)”} A1
n=0

est la probabil#’d’y aller en unetape, plus la probabiétd’y aller en deux
étapes, plus etc...
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CHAPITRE 2

CHAINES DE BELLMAN

On construit dans ce chapitre un formalisme similaire au calcul des pro-

babilitts mais adapta I'optimisation gecea un changement d’addpre.
Aux chahes de Markov correspondent alors des protdS de programma-
tion dynamique dtermiste.

1. ALGEBRE MAX-PLUS
1.1. DEFINITIONS

DEFINITION 1.1 (Demi-corps). Unlemi-corpsC est un ensemble muni de
deux orations® and® telles que::
e I'opérationd soit associative, commutative et pede urnzéro ¢;

e I'opéeration® définisse un groupe sut . def K\ {e}, soit distributive
par rappor @ et sonunité evérifie s @ e=e® ¢ = ¢.

On dit que le demi-corps est
e idempotensi la premere o@ration est idempotente, c.a.d. si

ada=a,vVaek;
e commutatisi le groupe est commutatif.
THEOREME 1.2. Le £ro e d’'un demi-corps idempotent esbsorbanpour
la seconde ogration,c.ads®a=a®ec=2¢, Vaek.
PREUVE. On a
e:se:e(s@e)zsz@e:ez ,
alors,
VaeK, c=ce=cala=c¢@'de)a=calapsla=c’a=-¢ca.
L]
DEFINITION 1.3. Le SymboleR ax [resp. Rmad désigne 'ensembl® U
{—o0} [resp.R U {oo, —oo}] muni des deux oprations binaires max et
(avecoo — oo = —0o0) nottesd and® respectivement. Ona= —oo et
e=0.

On appelle cette structure I'are max-plus. On remarque que 'ordre na-
turel surRax peutétre dfini au moyen de I'oprationd

a<b si agb=>b.

29
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THEOREME 1.4. La structure algfriqueRmax €st un demi-corps idempo-
tent.

Si 'on compare les propeiés ded et de® avec celles de- et dex,
Nous voyons que :

1. nous avons perdu la swtnie de I'addition (poua donrg, il n’existe
pas délémentd tel que maxb, a) = —oo des quea # —0);
2. nous avons gagn’idempotence de I'addition.
Sil'on essaie de faire des calculs @ligiques dans cette structure on s’aper-
coit que l'idempotence est aussi utile que I'existence dlemient syrafri-
que pour la simplification des formules. Par exemple, I'analogue de la for-
mule binomiale

(a+b)”=<8)a”+<rll)a”—lb+---+<nfl)ab”‘“r(g)b”

est
nmax(a, b) = max(na, nb) .

D’un autre ©té le max n’est pas simplifiable m@x b) = b n'implique pas
quea = .

1.2. NOTATION

Pour renforcer I'analogie avec le calcul conventionnel max est@aqt”
et+ est no€®. On introduit aussi le symbojegour I inverse de I'ogration
de+ qui joue le ole de la multiplication (qui est donc le moins habituel).
Par consquentasb signifiea — b. On omet parfois® si cela ne conduit
pasa des confusions. La table suivante permet eéfier que I'on a bien
compris les notations.

Rmax Notations conventionnelles =

2@ 3 max(2, 3) 3
1293045 max(l, 2, 3,4, 5) 5
2®@3=5 2+3 5
2@ ¢ max(2, —o0) 2
e=ec®2 —00+2 —00
-H®3 -1+43 2
e®3 0+3 3

3P =23 3x2=2x3= 6
e=e2=20 0x2=2x0 0
2®)t2d ) (24 3) —max2, 3) 2
2®3)°=22¢3%|3xmax2,3) =max3x 2,3 x3) 9
6/e 6-0 6

ef3 0-3 -3

/8 8/2 4

J15 15/5 3

EXERCICE 1.5. Exprimer miiga, b) en utilisant uniquemer® et ®.
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2. MATRICES DANS ' ALGEBRE MAX-PLUS

Dans cette section ogtudie les systimes lirgaires. On est capable de
résoudre explicitement les sgates de laforme = Ax®bet Ax = b (le
syseme @gnréralétant de la forméxdb = Cx®d). Onétudie€galement la
théorie spectrale des matrices. Il y a une notion de vecteur propre et valeL
propre satisfaisante mais il n’existe souvent qu’une seule valeur propre.

2.1. FONCTIONS SCALAIRES LINEAIRES ET AFFINES
DEFINITION 2.1 (Fonction liaire). La fonctionf : Ryax — Rmax €Stli-
neairesi elle satisfait

fc)=c® f(e) , VceRma .
Par consguent toute fonction legire est de laformg = f (c) = a®c,

oua = f(e). Les graphes de telles fonctions sont des droites de pente un €
d’ordonréea en 0.

DEFINITION 2.2 (Fonction affine). La fonctiof : Rmax — Rmax
f(c)=acdb, a,b € Ryax
est diteaffine

Son graphe est le sup de la fonction constante et d’'une droite de pent
1. Le premier proldimea resoudre est de trouver la solution dsgliation

FIGURE 1. Une fonction liaire

A Rinax

a Rmax

FIGURE 2. Une fonction affine

affine ggrérale.
DEFINITION 2.3 (Equation affine). lEguationaffine scalairegérérale est
ax®ob=axob . (2.1)
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En effet puisqueb n'a pas d'inverse, Eguation (2.1) ne peut padré
réduitedax b = ¢.

THEOREME 2.4. La solution de Bguation scalaire affineegérale est la
Suivante :

e Si
(@ <a) et(b<b)) ou ((a<a) et <bh) (2.2)
sont vrais alors la solution est unique et deampar
x=(baob)@apa);

e Sia# a,b #£ I, et(2.2) n'est paserifiée, il n’existe pas de solution
dansRmax;

e Sia = @ andb # I/, la solution n'est pas unique et toutes les
solutions sont dorggs parx > (b @ b')/a;

e Sia # a etb = Iy, la solution n’est pas unique et toutes les solutions
sont donees pax < bf(a® a');

e Sia=a etb =D, toutx € R est solution.

La preuve est immdiatea partir de I'interpetation ggongtrique voir fi-

gure 3. En pratique, il est pférable de simplifier (2.1) avant de kesdudre.

AR o

_J R

0 >

FIGURE 3. Uneéquation affine
Par exemple, sa > @ andb’ > b, alorsax®b=ax®eb & ax=">b.

2.2. STRUCTURES VECTORIELLES

La strucure de moduloide joue lele’d’espace vectoriel lorsqu’on rem-
place le corps des scalaires par un demi-corps idempotent.

DEFINITION 2.5 (Moduloide). UrmoduloideM sur un demi-corps idem-
potent/C (avec ses deux @pationsd and®, son Zroe et son unik’e) est
un ensemble muni d’

e Une OfEration interne n@e auss@ avec un Bfo note;
e une opEration externeefinie surlC x M a valeurs dang, note par
la juxtaposition des symboles du scalaire et du vecteur, qui satisfait
les proprétés suivantes:
1. @ est associatif, commutatif;
2. a(XPY) = ax @ ay,
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3. (@ B)X = ax & BX;
4. a(Bx) = (@p)X;
5. ex=x;
6. eX = ¢;
pour toutw, B € K et toutx, y € M.
On utilise cette structure dans le cas particulier suivant.
EXEMPLE 2.6. (Rmay" est un moduloide suR.x. Son £ro, encore nat’
g,vaut(e,---,¢).

DEFINITION 2.7 (Algébre Idempotente ). Un moduloide muni d’unesep”
ration interne n@é® est apped algébre idempotentsi cette ogration est
associative, a une ueitio€ee et si elle est distributive par rapp@ts.

EXEMPLE 2.8. Soit(Rmay™" I'ensemble des matricasx n a coefficients
dansRax muni des deux ogrations internes suivantes:

¢ |'addition termea’terme nae®;
e la multiplication matricielle na@é® définie par

n
(A®B); =P Ak ® By :
k=1

et I'opération externe
[ ] VO{ € Rmax, VA € (Rmax)nxn, OtA - (O{A” )

Lensemble(Rya0)™" est une algbre idempotente dont e est la ma-
trice (encore n@é¢) ayant tous ses termegauxa ¢, dont l'identi est
la matrice (encore ne€e) ayant sur la diagonale deset partout ailleurs
valante.

2.3. SYSTEMES D EQUATIONS LINEAIRES DANS (Rma)"

Dans cette sous-section nous nouliessons aux sysnes déqua-
tions linéaires. Nous utilisons les notations matricielles pour ¢l Le
syseme gréral sécrit

AXdb=Cx®d ,

ou A etC sont desr x n-matrices eb etd sont desi-vecteurs. Ce systne
peutétre mis sous une forme simpéé:

DEFINITION 2.9 (Forme canonique d’un sgshe). Le sysime
AxXdb=Cx®d

est ditétre sousorme canoniqusi A, C, b, andd satisfont
° Cij :ESiAjj >Cij,etAq,- =cif A@j <Cij;
° di =SSibi >di,etbi =cif bi <di.

EXeEMPLE 2.10. Considfons le systme

(22)(%)=(2)=(23)(%)e(5)
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qui peutétre mis sous la forme simplfe

D)1 (x)=)

2X2 ®1=14x;

2X2 :1X1@3}:4X1:1X1@3:4X1:3’

=X =—-1=Xx=1.
Le syseme a une solution. Eregéral, un sysime liréaire peut avoir ou ne
pas avoir de solution. De plusamie s’il existe une solution elle peut ne pas
étre unique.

Il'y a deux classes de sgshes lirgaires pour lesquels on a unedhie
satisfaisante ce sont

o X =AXdb;
e AX =Dh.

Commenons paretudier le premier cas

2.3.1. DLUTION DEX = AX P b.

DEFINITION 2.11. On appelleG(A) le graphe de @mdédence assoeia
la matrice A. Ses noeuds sorfil, --- ,n} si la matrice A appartienta’
(Rma)™". Il possde l'arc joignant a j de poidsA;j si Aj # «.

THEOREME 2.12. Si, dangj(A), les poids des circuits sonegatifs ou
nuls, il existe une solutioaX = Ax @ b qui est donee parx = A*b avec

A dzeféA‘ =nG_§Ai.
0 0

De plus, si les poids des circuits sont strictemesgatifs, la solution est
unique.

PREUVE. Si A*b existe, c’est une solution puisque
A(A'b) b= (e® AA )b = A'b .

EXISTENCE DE A*b. On peut interpeter [A*];; comme le poids maxi-
mum des chemins de longueur quelconque joignanf dansG(A). Par
congquent, une CNS d’existence d&'[;; est I'absence de circuit de poids
positif dansG (A).

UNICITE DE LA SOLUTION. Supposons qug soit solution dex =
AX & b. Alors x satisfait

X = b@® Abd A%x |,
X = b Abd .- @ Abg Ax |, (2.3)

et par consguentx > A*b. De plus, si tous les circuits ont des poidga*
tifs, alorsAX — ¢ quandk — oo. En effet, les termes d&* sont les poids
des chemins de longueklrqui nécessairement contiennent des circuits de
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G(A) dont le nombre tend vers Bo aveck. Mais les poids de ces cir-
cuits sont tous egatifs. Utilisant cette propté dans [Equation (2.3), pour
k suffisamment grand, on obtient qgue= A*b.

PREUVE DEA* =e@® A® --- & A", Tous les chemins de longueur
supErieure ouegalea n sont composs$ récessairement d’un circuit et d’'un
chemin de longueur strictement @nféurea n. Puisque les circuits ont des
poids régatifs, par hypotise, on a

vm>n A"<e®.--d AL .
]

REMARQUE 2.13. Si le poids maximum des circuits est 0, une solution e-
xiste, mais il n’y a pas unicit”Par exemple, &quatiorx = x @ b admet la
solutionx = e*b = b mais toutx > b est aussi solution.

EXEMPLE 2.14. Considfons le systme d’ordre 2

(5 )e(3)
o=(5): wo=(1). #o=(3).

e e
Par consquent,

=(5)e(1)e(3)e(2)e()e=(2)

est la solution unique.
On remarque de plus qu&b, A3b, - - - sont plus petits qub @ Ab.

Alors,

2.3.2. DLUTION DE Ax = b. La seconde classe de sstes lirgaires
pour laquelle on dispose desultats satisfaisants edk = b. Cependant,
on doit se placer dar®a, plutt queRmay, et on doit affaiblir la notion de
solution. Unesous-solutiorde Ax = b est unx qui satisfaitAx < b, ou
I'ordre sur les vecteurs esefifiparx < ysix@y=yYy.

THEOREME 2.15. Etant doneé une x n-matrice A et unn-vecteurb &
coefficients dan® .y, la plus grande sous-solution de = b existe. Elle
est donee par:

—Xj = miax(—bi + Aj) .
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PREUVE. On a
{AX <b} & {@Aijj < b, Vi}
j

& {x; =bi—A; Vi, j}
& {x,- =minfbi — A; ], Vj}
& {—x,- > miax[—bi + Aj ], VJ}
Inversement onerifie que le vecteux défini par
—Xj = miax[—bi + Ajj ] , Vj ,
est une sous-solution. Par ceqsient c’est la plus grande. ]
Pour EsoudreAx = b, on peut alors calculer la plus grande sous-solution

et \eérifier si c’est une solution ou non.
EXEMPLE 2.16. Calculons la plus grande sous-solution dgdlié :

(33)(%)=(7)

Suivant les consgelations pecddentes on calcule matriciellement 'oppos’
de la plus grande sous-solution

(-6 —7)(121 §)=(—3 —2) .

Alors la plus grande sous-solution vamut, x,) = (3, 2). En effetd’'une part

(25)(2)=(7)=(7)

d’autre part il est facile dearifier que la seconde égali€ n'est plus sa-
tisfaite si on augmente, et/oux,. Par consquent la prenare irégali€ ne
peut paefre Eduitea une€galii.

2.4. THEORIE SPECTRALE

Etant donee une matricéA a coefficients danRBnax, 0on étudie I'exis-
tence de valeurs propres et de vecteurs propres, c.a.d., de l'existenc
d’eléments non nuls etx tels que:

AX = AX . (2.4)

Le résultat principal est le suivant

THEOREME 2.17. SiG(A) est fortement connexe, il existe une et une seule
valeur propre (il peut y avoir plusieurs vecteurs propres). La valeur propre
estégal au poids moyen maximum des circuits du graphe :

3 = maxdE

¢ ¢l
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ou, ¢ parcourt I'ensemble des circuits @& A'), on note|Z|, le poids du
circuit ¢ et|¢|,; sa longueur.

PREUVE. EXISTENCE DE X ET DE A. Considerons la matric8 =
AL def (/L) A ou & = max [¢|w/[¢]i- Le poids maximum des circuits
deG(B’) este. Par consguentB* andB* = B B* existent. La matric&8*

a une colonne posdant ure sur la diagonale. Pour prouver cette affirma-
tion choisissons un noeudd’un circuité tel queé € argmax ¢ |w/|< |-

Le poids maximum des chemins allantki@ k este. Et donc nous avons
e = By. Soit Bx la k-eme colonne déB. Alors, puisqueB™ = BB* et

B* = e® BT (eestla matrice undj, pour ce&k on a
B} = B} = BB} = B} = B} = AB} =B} .

Par consquentx = B = B est un vecteur propre deassoct’a la valeur
proprea.

L'ensemble des noeuds dH A') correspondant aux coefficients non
nuls dex est appead’lesupportdex.

INTERPRETATION DE A EN TERME DE GRAPHE Si A satisfait (2.4), il
existe un coefficient non nul de disonsx;. Alors on a(Ax); = AX; et il
existe un coefficient;, # ¢ tel queAq;, X, = AX1. Alors (AX);, = Ax;, etil
existe un coefficient;, tel queA;;,x, = AX;,, etc. jusqua ce que I'on ob-
tienne une deurime fois le nefe coefficienk; . De cette faon on a @fini
un circuitg = (iy, im, ... , 41, Iy). Par multiplication le long du circuit, on
obtient

— am=l+ly g :
A Az - - - At Xipa Xy - - - Xi Xip = A XiKijyq « o Kipy

Puisquexyx # ¢ pour toutk, on peut simplifier IEquation ci dessus et on
obtient quer™ '+ est le poids du circuit de longueuar — | + 1, ou, dit
autrementj est le poids moyen du circyit. Cet argument n’utilise pas la
forte connexi¢”du graphe.

SIG(A) EST FORTEMENT CONNEXE LE SUPPORT DEEST L ENSEM-
BLE DE TOUS LES NOEUDS DE GRAPHESUppOSONs que le supportxiee
soit pas le graphe tout entier. Il existerait alors des arcs partant du support ¢
X et joignant d’autres noeuds, en effatA’) a seulement une composante
fortement connexe par hypabe. Le support déx serait alors plus grand
gue le support d& ce qui serait en contradiction aveedjuation (2.4).

UNICITE DANS LE CAS FORTEMENT CONNEXE Prenons un circuit
y = (i1,...,l1p,11) tel que ses noeuds appartiennent au suppoxt @lei
tous les noeuds dg(A’)). On a

AginXipy, S AXi, 5 e A Xips SAX L AigXi, S AX, .

Par les neftnes arguments que ceux utéspour linterpetation (dans
cette preuve), on voit qué est plus grand que le poids moyen de
Par consquent) est le poids moyen maximum des circuits et danest
unique. ]
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Il est important de comprendre lele’du support d& dans cette preuve. Si
G(A) n'est pas fortement connexe, le supporkdeest pas Brcessairement
I'ensemble des noeuds tout entier et @megal il n’y a plus unici€ (voir
I'exemple 2.20 ci dessous).

REMARQUE 2.18. La partie intermtation de la preuve montre que pour
une matrice gférale A, toute valeur propre esgale au poids moyen d’un
circuit. Par consquent le poids moyen maximum des circuitsegsdla la
valeur propre maximum de la matrice correspondante.

EXEMPLE 2.19. Sousles hypo#ises du teoreme 2.17, I'unicédu vecteur
propre n’est pas garantie comme le montre I'exemple suivant

(e9)(5)=(e)=(3)
(e 9)(7e)=(5)=2(")

Les deux vecteurs propres ne sont pas “proportionels”.

et

EXEMPLE 2.20. e L'exemple suivant est un contre exemple trivaal
I'unicite dans le cas non fortement connexe

(2)(2)=2(2) - (F2)(e)=2(2)

e Dans I'exemple suivant le graphe est connexe mais pas fortemen
connexe eanmoins il N’y a qu’une seule valeur propre. On a

(2 )(2)=2(2)
(s e)(2)=2(2)

n'a pas de solution parce que la dezmie équation implique que
A = €, et par consquent la prenare équation n'a pas de solution
pour I'inconnuea.

e Dans I'exemple suivant le graphe est connexe mais pas fortemen
connexe mais il y a deux valeurs propres:

(2 0)()=e(2) (29)(5)=2(5)

3. DECISION OPTIMALE

A partir de I'algebre max-plus ou min-plus on peut construire un forma-
lisme analogue au calcul des probabksitOn pefére utiliser ici I'alggbre
min-plus qui est le dual de I'alitbre max-plus (leer'oétant cette fois-00).

mais
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Nous pEsentons les principaursiltats de cette ¢#orie sans @monstra-
tion. Dans beaucoup de cas I'adaptation dedladfstration faite en proba-
bilite se fait facilement.

3.1. ESPACE DE CECISION, VARIABLES DE DECISION

Commenons par éfinir les mesures de abqui sont les analogues des
mesures de probab#itidee est d’axiomatiser le fait que I'on peut asso-
cier a un ensemble deedisions un cof rep€gsentant l'infimum (le mini-
mum n’existant pasecessairement) desuts des dcisions appartenaat
cet ensemble .

DEFINITION 3.1. 1. On appellespace deeLisionle triplet{U, U, C}
ou U est un espace topologiqué,est 'ensemble des ouverts te

etC une application déf dansR " telle que
(@ CU) =0,
(b) C(@) = +o0,
(©) C(Un Ar) =infaC(A), VA, €U .
2. L'applicationC est appatemesure de aat”
3. Une applicatiort deUdansR " telle queC(A) = infyca c(u), pour
tout A dand/ est appadedensit de cait de la mesuré..
4. On peut éfinir aussile surcait conditionelde prendre la ecision
dansA sachant qu’elle doitecessairememtfe prise dan8 par

C(AB) £'c(AnB) - C(B).
THEOREME 3.2. Soitc une fonctiora'valeurs eelles dont I'infimum est 0,
I'expressionC(A) = inf,ca c(u) pour toutA € U définit une mesure de
cout.

Inversement on peut montrer que toute mesweknd sur les ouverts
d’'un ensemble polonais (gtrisable, sparable et complet) admet une plus
petite extensiorC, a P(U) (I'ensemble des parties d¢). Cette extension
est dfinie de faon unique et admet toujours une deasitqui est s.c.i.
(semi continue irdfieurement) et qui satisfait iné(u) = 0.

A cause de ce #0EmMe dans la suite on ne s‘arEssa qu'aux denss’
de cait qu’on appelle simplement aa”™

On peut construiredgalement I'analogue des variablesabires que
I'on appelle variable deetision.

DEFINITION 3.3. 1. Unevariable de @cision Xsur{U, U, C} est u-
ne application d&J dansE un espace topologique que I'on sup-
pose polonais. Elle induit une mesure daitc@% sur (E, O)* par
Cx(A) = C.(X~1(A)), pour toutA dansO. La mesure de agTy
admet une dengtde cait noBecy.

2. QuandE = R [resp.R", resp.Rmin] avec la topologie induite par
la valeur absolue [resp. la distance euclidienne, réesp,y) =

10 rep@sente I'ensemble les ouverts Be
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|e* — e7Y| ] alors X est appadevariable de @cision gelle [resp.
vectorielle, respa valeurs caoifs]

. Deux variables deatisionsX etY sont ditesndépendanteguand

Cx.y (X, Y) = Cx(X) + Cy(Y).

. L' optimumd’une variable de e€ision Eelle est dfini par

O(X) def arg n;incx (X)

guand le minimum existe. Quand une variable deisionX satisfait
O(X) = 0, on dit qu’elle estentree

. On a souvent besoin de I'analogue formel de la moyeefiaigiar :

M( f (X)) d:efiQf(f(x) + cx(X)) .

. Quand I'optimum d’une variable desdision Eelle X est unique et

gu’au voisinage de I'optimum on a

X — O(X)
o

p

- +o(Ix = O(X)[P) ,

C S
x(X) 5

on d&finit la sensibili€ d’ordre pde C paroP(X) L. Quand une
variable de dcision \erifiec P(X) = 1, on dit qu’elle est’ordre p
et normali€e

. Pour 1< p < oo les nombres

def .

1
| X[p = inf {G | Cx(X) = BI(X - @(X))/a|P} ;

et
def

I Xllp = 1X[p + 10X,
définissent respectivement une semi-norme et une norme sur I'en
semble des variables dedsSion \€rifiant || X|, < co. Lensemble
des variablese&tision correspondant est appBI°. L'espaceDP est
un espace vectoriel au sens habitudbetst un ograteur lirgaire sur
DP,

. La densié’"d’'une somme de deux variables deedisionX etY est

donrg par
cz(z2) = inf cx(X)+cy(y),
X,Y,Z=X+y

appe€inf-convolutiondecy et decy, not cyxCy. OnadonEy, y =
Cx % Cy.
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3.2. TRANSFORMEE DE FENCHEL

Le r6le de la transformé de Laplace ou de Fourier dans le calcul des
probabiligs est joa par la transformé de Fenchel dans cettethie de la
décision. Dans la suite I'ensemble des fonctianaleurs eelles, convexes,
S.C.i. et propres (ne valant pas parteuto) est no€ Cy.

DEFINITION 3.4. Soitc € Cy, sa transforraé Fenchel est la fonction ap-
partenanaCy définie par€(0) = [F(c)](0) d=‘Efsup([9x —c(¥)].
EXEMPLE 3.5. Sila(x) =axonal[F(y)]() = xa(h) avec
] +oo pourf #a,
Xa(®) = { 0 pourd =a.
THEOREME 3.6. Pourf,geCxona:

1. F(f) € Cy,

2. F estune involution c.a.dF (F(f)) = f,

3. F(fxg) = F(f)+ F(9),

4. F(f4+9g) = F(f)»F(g) sous des hypottses supglmentaires d’inf-
compaci€.

DEFINITION 3.7. Lafonction caracttistiqued’une variable deecision est

F(X) £ F(cx).

Elle ne caradfise que les variables deasSion ayant un agt"apparte-
nanta Cy.
THEOREME 3.8. Sile cait d’une variable dcision est d’ordrep on a:

F(X)'(0) = O(X),
F[X — O] (0) = T'(P)[oP(X)]P, avec ¥p+1/p' =1,
ou I" désigne la fonction griale Gamma.

THEOREME 3.9. Pour deux variables dedsion indpendanteX andY
dordrepetk e Rona:

F(X +Y) =F(X) +F(Y), [FkX)]©®) =[FOX)](ko) ,
OX4+Y)=0(X)+0), OkX)=KkO(X),
oP(kX) = [KloP(X), [oP(X+Y)]” =[oP)]” + [c°()]”,
(IX+ YR < (XIp)” +(Y]pP .

3.3. 0TS STABLES

Les fonctions suivantes poyr > 1, m € R, 0 € R* sont stables par
inf-convolution

p :1 _ p
Mo (X) p(IX m|/o)",
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plus p€cisemment on a
p p
ME  x Mg s =M aveclp+1/p=1.

m+m,[o P +5 ']/ P
3.4. LES THEOREMES LIMITES POUR LES VARIABLES DE ECISION

On étudie le comportement asymptotigue de sommes de variables d
décision in&pendantes lorsque le nombre de termes tend vers I'infini. Pour
cela on doit @finir les topologies utilisés. Nous ne congdons ici que les
deux types de convergence les plus importants.

DEFINITION 3.10. Pour une suite de variable decisions{ X™, m € N} on
dit que

1. X™Mconverge faiblementers X, que I'on note paX™ - X, si pour
tout f dansC,(E) (ou C,(E) désigne I'ensemble des fonctions con-
tinues borees inErieurement d& dansR i),

lim M f (X™)] = M[ f(X)]

2. X™ € DP converge en p-sensibiitvers X € DP, notte X™ LN X,
Si limp [ X™ — X, =0.
On peut montrer le #dreme suivant

THEOREME 3.11. La convergence en sensilgli¢htraine la convergence
faible et la Eciproque est fausse.

On peut alorsehoncer I'analogue de la loi des grands nombres et du
théoEeme de la limite centrale.

THEOREME 3.12 (des grands nombres et de la limite centrale). Etant don-
née la suite{X™, m e N} de variables deafision indpendantes et de
codts identiques (i.c.i.) appartendb®, oo > p> 1,ona

1 N—-1 o
lim — X" =0(X"),

ou la limite est prise au sens de la convergence en p-sersibilit”
De plus si lesX™ sont centees

N-1

1
5, avee vp s yp -1,
m=0

w — lim
N

ou X est une variable deettision de cufégalai/\/lgap(xo).

3.5. TRANSFORMEE DE CRAMER

, ;. def N ;.
La transfornee de Cramerefinie par { = F ologoL, ol £ désigne la
transfornge de Laplace) transforme les mesures de probabéin fonction
convexes et les convolutions en inf-convolutions :

C(f %q) =C(f)»C(Q).
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TABLEAU 1. Proprétés de la transforee de Cramer.

I M [ e ]
w=>0 c convex l.s.c.
Mo dzeffd,u, =1 inf,c(x) =0

mo=1 mE [xdu | cm =0

mo=1, my dzeffxzd,u, ¢’(m) = 1/0?
o2=m, —m?

1 A Lix—m)?/02 2
PN Mine
distrib. stables MPE

Elle convertit donc I'addition de variableseadfoires indpendantes en I'ad-
dition de variables deeatision in&pendantes. Elle joue unle” important

en mecanique statistique. Dans la table 1 on donne quelques unes de s
propriétés.

4. CHAINES DE BELLMAN

Les chanes de Bellman correspondent auxicies de Markov. L'analo-
gue desqguations de Kolmogorov sont legdations de la programmation
dynamique beaucouwgitidiées par Bellman et qui sont des versions @i&s
deséquations d’Hamilton-Jacobi.

DEFINITION 4.1. Une chaie de Bellman homame en temps, prenant un
nombre fini de valeurs, esttihiea partir du triplet&, C, ¢) ou

1. £ un ensemble fini appelespace @tat possdantE élements,
2. C: & x & — R satisfaisant infC,, = 0 appe¢ cait de transition,
3. ¢ une mesure de cosuré appe€ cait initial,

commeetant la suite de variables dedsion{X,} (sur{U, U, C} a valeurs
dansf), telle que

CX(X05 X1, "‘) = d)Xo +ZCXiXi+1 ) VX = (X05 X1, - ) € SN'
i=0

THEOREME 4.2. Une chaie de Bellman &fifie la proprété de Markov sui-
vante

M{f(Xn) | Xo, ..., Xnoa} = M{f(Xn) | Xn-1} ,

pour toute fonctionf de& dansR.

L'analogue de Equation de Kolmogorov en avant permet de calculer
réecursivement le at'marginal d&tre dans umetata un instant done”
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THEOREME 4.3. Le cait marginalw? = C(X, = x) de la chaie de Bell-
man est don@par

def .
wtl =" CE mlgl(w;' +C), wl=9¢.
Xe

Le cait d'une chaie de Bellman est normaéi<e qui signifie que son
infimum sur I'ensemble des trajectoires est 0. Dans certaines application
on aimerait enlever cette restriction. On peut le faire en introduisant I'ana-
logue des fonctionnelles multiplicatives des trajectoires d’un processus sto
chastique.

THEOREME 4.4. La valeur

N—-1
o) "=‘”M{Z (X0 + WX | X =x}
k=n

avecf, ¥ e R peutétre calcute Ecursivement par
"=F®C®u" = f +minCy+ "), N =,
y

ou F = diagf est dfinie parFy, = fy six =y et+oo sinon.



CHAPITRE 3
COMMANDE OPTIMALE STOCHASTIQUE

1. INTRODUCTION ET EXEMPLES

Etant donee une chaie de Markov de matrice de transitioagEndant
d’'un paranetre apped’commande, une observation nepdhdant que de
I''etat de la chaie de margte markovienne, un cdte qui est une fonction-
nelle de la trajectoire de cette eha; le probéme consista rechercher la
commande neapendant que des observations pas€alisant le minimum
du critere. Pour illustrer ce type de pra@phes prenons quelques exemples.

1.1. GESTION D'UN STOCK D EAU

Etant done’le barrage €crit au chapitre médent, on consite la po-
litique de gestion suivante:

on _ 1 siX">a,
10 siX"<a,

ou a est un paramtre ou une fonction du tempsoptimiser. La matrice de
transition de la chae de Markov a alors la emie structure que peedem-
ment. Si 'on dsigne pac%, I'energie produite chaeg de signe, lorsque
le stock est dansdtat X" et que I'on a turbie’Z". Le criterea optimiser
s’écrit:

N—1
: Z" 0
malnIE{E Cxn| X _x} .

n=0
Dans cet exemple:

e |'etat est la variable ae#toireX",
¢ I'observation estgalea X",
e la commande est le paratnéa.

1.2. PROBLEME DE MAINTENANCE

On consi@re un mafiel susceptible de tomber en panne etht de
fonctionnement est netl, se panne est neil.

Ce mattriel est cara€etise par soragex — temps passdepuis son der-
nier remplacement. On supposera que touemeltd’ageN est remplae’ A
chaque instant un matiel d'agex a une probabilgA, de tomber en panne
croissante avec sage. A chaque instant on a la possikildé remplacer
ou de conserver ce netél.

45
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L etat du systime sera la variableedtoire pouvant prendre une des va-
leursM,1,2,- - -, N indiquant que le matiel est en panne\{), ou donnant
sondge pouvant prendre les valeyis?2, - - - , N}.

Pour ce systme on peut supposer observetdt.

La commandau est la d@cision de remplacementu = 1 indique le
remplacement) = O le non remplacement.

La matrice de transition de la cim& de Markov dcrivant I'évolution de
I'’etat sEcrit alors::

0 1 O
p; o ri O
MY=] p5 g8 O ry - |,
0 1 O
oupd=2, pt=0,92=0,qi =1,r¢=1-p!—qY

Et donc la matrice de transitioregdénd du paraetre de commande

On associe un ad”au fonctionnement du syshe constitea de la
somme du cof de remplacement du neatél et d’un cait de dfaillance
ayant lieu lorsque le sysitie estl'arrét:

cy =c'+dx,
avec:

. ki suru=1,
10 ailleurs

0 six=12---,N-—-1,
dx - k2 Sl X = M )
kl Six=N.
Le probEme de commande consiste alansinimiser, par exemple, le ab”™
actuali€ du fonctionnement du syshe c.a.d. :

. 1 e
nLInIE . W(C + an) s
n=

A étant un nombre positif repsentant un taux d’actualisation.

2. FORMULATION PRECISE DU PROBIEME

On se donne la chaé de Markov(7, &, F,G, MW, p° c¥) com-
mande et obseme avec :
untempan € 7 = N;
un espace @faté = {1,2,--- , E};
un espace de sortigs={1,2,--- , G};
un espace demt€F = {1,2,--- , F};

1Ce n’est pas toujours le cas, par exemple, pour uergide curi€ qui en gréral
ne marche pas sauf s'il y a un incident, on est incapable, en dehors des instants de test,
savoir avec certitude s'il est etdt de fonctionnement.
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¢ une famille de matrices de probal®litle transition d&€ — £ notée
(MW, u e F,y € G} qui s'interpete comme la probabiétd’aller
d’un étata un autre et d’'observarsi I'on prend la @cisionu;;

¢ p?une loi de probabil#’suré x G appete loi initiale ;

¢ une famille de cofs instantaesc” : £ - R*, ue F, yeg.

On appelle:

e X" € £ I"etat du systmea I'instantn;;
e Y" € G I'observation du sysimea l'instantn ;
e U" € Flacommandea l'instantn .

On note(X" € &, U" € F, Y" € G,n € T7) le processus canonique
correspondantwla seule contrainte impesa (U") est de ne dpendre
gue du pass’des observations. On a alors la mesure de probaBildu
processusefinie par:

IED((Xa y5 u)05 (X5 y5 u)].’ (X5 y5 u)25 tee ) =

oy° 0,,0 0y1 0y1,,1 12 0y1y,2,,2 23

ch)J/ pOy ! mio)):lply v mil)):zpzy yyu miziz T

ol lesp' définissent la loi de probabititde la commande qu’il faut optimi-
ser.

On appelleR I'ensemble des stragies c.a.d. des suit€s") 7. Si
chaque mesurg" est concen&é en un point dé on dira que la stragie
est dsterministe — I'ensemble de telles stgtés sera netS — dans le cas
contraire la stragie est qualiBe de relagé.

Le probEme de commande optimale consiste atorsinimiser le cat
de fonctionnement du systie sur une griode finie ou infinie — le mini-
mumétanta prendre dans la clas&ou dans une sous classe®e—c.a.d.
résoudre des probines du type:

ou N, fini ou infini, est appea T"horizon du probéme.

REMARQUE 2.1. La recherche de I'optimum da@sest I'objectif princi-

pal de la commande optimale. Cependant cet optimum est souvent difficile
voir pratiguement impossibke atteindre. On est alors condaiétudier des

cas particuliers plus faciles, aurestreindre la classe des stgi€s dans
laquelle on optimise — on parlera alors de commandes sous-optimales.

Dans la suite noustldierons surtout le cas particulier important appel”
probléme en observation congt€, cas 0 X" = Y". On montrera alors que
I'on ne perd riera optimiser dans la classe des boucles tsssur Etat —
feedback en anglais ou parfois politique markovienne — @edite dans
I'ensemble des fonctionsetérministes de I'espaceetdt dans I'espace de
commande:

Se={s=(":E = Frer} -
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Dans de nombreux praodaies pratiques eme ce cas particulier est “im-
possible’a résoudre. En effeE est souvent du typm* — k est la dimen-
sion du sy¢éme — et donc peut atteindre des tailles astronomiques. La seule
mémorisation de la commande optimale est alors hors d’atteinte. On es
conduit, poureViter cette difficulg, a optimiser dans une classe plus res-
treinte, par exemple la classe des boucles ouveéites- open loop. C’est
le cas @'I'observation est vidg¢ = ¢J. La commande est alors une fonction
du temps seul:

So ={u= "€ Fner} .

On parle parfois de feedback a priori lorsque I'on s’est ragveld si-
tuation de la boucle ouverte en faisant un changement de variable sur |
commande. La classe de sagiés est alors de la forme:

Srp=fa=@"eA U=, s: AxE - F donré)cr) .

Lorsqu’on connait la forme du feedback optimal, cetteofade poser le
probléme peut conduira de grossesconomies en temps de caleutondi-
tion, bien sit, de disposer d’une ethode efficace desolution du proldme
de commande en boucle ouverte correspondant.

Dans la suite de ce chapitre natsidierons le proleime en observation
compkte dans trois situations::

e probleme en horizon fini:

N-1
mink c" ,
seS {nZO: X T ¢XN

ou ¢ est un cat particulier apped cait final;
e probleme en horizon infini avec un gbactualig’”:
“+00
. 1 n
MNE ) " —————Cyn
seS = (]__|_ )L)n—i-

e probléme en horizon infini avec un gbhon actualig”
+00 A
minlmE) ————c, ;
seS A—0 o (1 + )\’)n—i-l
probléme qui a refne solution que:
N—-1
min lim B Cn -

N
seS N—oo "—o

3. PROGRAMMATION DYNAMIQUE EN HORIZON FINI

Nous nous irgfessons dans ce paragraphe’optimisation, d'un
syseme Egi par une chae de Markov, sur uneguiode de gestion finie
de N étapes. Nouglargirons les hypo#tses du paragraphegoédent au
casF compact. Nous nous plans dans le cas d’observation coetgl -
dans ce cas puisque I'observationegalea I'etatMYX est nogeMY,,. On
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accepte dans ce paragraphe que la matrice de transition eit ldépghdent

du temps — nous les notons alors respectivenhMtetc™, n e 7. Le
théoreme suivant permet de calculer pacuirence arere la straggie opti-
male. L'équation correspondante est agaelquation de la programmation
dynamique ou de Bellman ou d’Hamilton-Jacobi-Bellman dans le contexte
de la commande dquations diférentielles. Elle joue leoté de I'équation

de Kolmogorov pour les probimes de commande stochastique.

THEOREME 3.1. Sous les hypo#ses :

e F compact,
e U— (M"™ c"™) continue pour touh € 7,
la solution de:
n __ H nu,,n+1 nu
v)r(] - mmuef{(M v )X + Cx } VX c g , (31)
UX = ¢X

donne le cat optimal :

N-—1
N _ i jul n__
UX_QQE{ZCX]' + ¢pxn| X —X} )

j=n
et les applications:
s": x — u* € arg mifr{(M”“vr‘“)X + ) (3.2)
ue

définissent une stragie en boucle fere€ optimale dans la classe

PREUVE. Par gcurrenceefrograde il est clair que (3.1) admet une solu-
tion, montrons qu’elle est optimale. S¢it") solution de (3.1), soit = (v")
une straégie dansS on a:

E™ (3 — v%) = (M™0™E — oM

ou E™ désigne I'espfance conditionnelle connaissant ksits gali€s
jusqua l'instantn, pour la mesure de probabditonstruitea’partir de la
straggiev. En sommant leggali€s pecddentes et en prenant I'esphce
conditionnelle par rapposd [a connaissance deetata I'instant 0, on ob-
tient:

Ov, N 0 _ Ov n+1
E Ugn — Uy, = E E (an+l_vxn ,
N—1
n
— EOV § :(Mnu Un+1 . Un)xn ,
n=0

v

-1
—E” ) ckn  gracea (3.1),
et donc

N—1
v < B {ch‘(“n" +¢xn} ,VWwesS.
n=0
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De plus, par un raisonnement analogue, en faisant jouaidedév a la
straggie (3.2), on montred@ali€ pour la stragie d&Efinie par (3.2). O

REMARQUE 3.2. On a mont&’que dans le casumn observe Btat il existe
une strag¢gie optimale pour la classe de st@iEsS ne ddpendant que de
I'etat pesent donc appartenaanSg. Si I'on avait formu€ le prob&€me ini-
tial d’optimisation dan4k le feedback dfini par (3.2) serait encore optimal.

4. PROGRAMMATION DYNAMIQUE COUT ACTUALISE

On s'intéresse dans ce paragraphe au ot de la commande opti-
male d’'une chaie de Markov en horizon infini, pour uneédctualig, dans
le cas @'I'observation est compte. L'actualisation du ad’permet de gfer
I'importance relative desvenements court et long terme tout en condui-
santa la Bsolution d’'uneequation de la programmation dynamique station-
naire. Des mthodes iratives permettent de calculer sa solution avec un
colt de calcul bien moindre que celugcéssaire pouesoudre le proleime
en I’horizon fini correspondant.

Nous donnerons deuxetfiodes deasolution de Equation de la pro-
grammation dynamique: l@ration sur les valeurs, lération sur les po-
litiques. Pour cela nous commgnts par caraetiser la politique optimale
comme solution déguation de la programmation dynamique.

THEOREME 4.1. Sous les hypo#ses :

e JF compact,

e U— (MY c") continue,
ec;>0,VueF, ¥xef&,
e L>0,

en notantA" = MY — |, v solution unique de:
mifn{[(Au —Mulx+cl =0, Vxef&, (4.2)
ue

est le cait optimal

seS Z (1+ )L)n+1

+00 1 \
vx = MinE —— I X?=x} .
n=0
De plus
S:X— U* €arg mifr{(A“v)X + ¢y} (4.2)
ue

définit une straagie optimale dans la classe Cette stratgie est marko-
vienne c.a.de Sk.

PREUVE. EXISTENCE D' UNE SOLUTION DE(4.1). On construit la so-
lution au moyen de I'une des deurittions suivantes:
ITERATION SUR LES VALEURS

1
n+1 _ H u,.n u
Wi = T MM+ ¢ (4.3)
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cette i€ration enn est contractante car ldd" sont des matrices stochas-
tiques donc de norme iefieure owegalea 1.
ITERATION SUR LES POLITIQUES OU ALGORITHME DEHOWARD

e ETAPE 2n — 1. A une stradgies” on associe" solution de:
(A" — )" +¢ =0.

Cette solution existe et est unique puistfé — A est inversible car
A est le grérateur d’'une chae de Markov ek > 0 et donc toutes
les valeurs propres d&" — A sont strictementegatives.

e ETAPE 2n. A un cait v" on associe une nouvelle segtés" : x
£ — u™lou:

u™?t e argmin([(A* — V)", + ¢!},
ueF

qui a bien un sens puisqueest compact et — (A", c) est conti-
nue.

On s’intéresse seulemeatl’iteration sur les politiques. On a construit
par cette rethode d’i€ration sur les politiques deux suit@$)nery, (S")nen.
On va montrer que" est une suite efroissante positive qui admet une
limite solution de [Bquation de la programmation dynamique. Dans la suite
on noteraA” = AY' — 1, c" =c¢*'.

e LA SUITE v" EST> 0. On le voit gecea l'interprétation stochas-
tique dev". Montrons leegalement d’un point de vue analytique.
Supposons qu'’il n'en soit pas ainsi. Alors miy < 0. Pour un
X réalisant le minimum on auradt Cause du principe du minimum
strictement egatif (A"v")x > 0 et commec} > 0 on a une contra-
diction.

e LA SUITE v" EST DECROISSANTE En effeton a:

A" 4+c"=0.
Par difféerence entre dewequations successives on obtient :
Anvn . An+lvn+1 + Cn . Cn+1 =0
An+1(vn . Un+1) + (An . An+1)vn + Cn . Cn+1 =0
et donc gate awetapes (8) de I'algorithme, on a:
An+1(Un _ UI‘H—l) <0.

Enfin par le neme raisonnement que celui qui nous a permis de mon-
trer la positivig dev”, on a:
" — 0" > 0= " > "M
e LA LIMITE DE v" EST SOLUTION La suitev" est dgcroissante mi-
norée, elle est donc convergente, notehisa limite. Lensembler
étant compact 'ensemble des stgits est compact comme produit
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d’un nombre fini de compacts. Il existe donc une sous suite conver-
gente(s™). Notonss* sa limite. Les hypot@ses de continugténtraine
queA” — A*etc" — c*avecA* = AS — A etc* = c%. Puisque:

(A" 4 ¢y, < ((AY = 0" P4 cY)y, Yue F, Vx e &,
et
A"y +c" =0,
ona
0=Av"+c" < (A —-1v"+c° Vse Sk.

Ce qui &Emontre I'existence d’'une solutiam I'equation de la pro-
grammation dynamique.

UNICITE DE LA SOLUTION DE (4.1). S’il y avait deux solutions? et
v? avecs! ets? deux straggies optimales correspondantes, on aukait +
ct < A%p! + 2 PuisqueAlv! + ¢t — A%v?2 — ¢? = 0 se gécrit A?(v! —
v2) 4+ (Al — At 4 ¢t — ¢ = 0 on aA?(v! — v?) > 0 en effet(Al —
A%l + ¢t — ¢2 < 0. On en @duit quev — v? < 0 par le principe du
maximum discret &fifié par A% ou par linterpgtation probabiliste de la
solution d’'unegquationA?v +d = 0,d < 0. Par symetrie du raisonnement
on montrev? — v! < 0. Etdonc on a! = v2.

INTERPRETATION STOCHASTIQUE Il nous restea'monter que solu-
tion de (4.1) est le att"du prob€me de commande optimale stochastique.
Soitv une strag¢gie gcge S ennotanpp =1+ A ona:

1 1 1 n
nv — v —
E {pn+lvxn+l - van} = pn+1(M v ,OU)xn s
1 .
= (A= Hwse,
1 .
ot
et donc
“+00 o0
1 1 1 .
Ov _ nl v
E Z{ rH_lvxn+1 — —nan} = —Uxo , = E Z n+1an s
n=0 '0 '0 n=0 '0
et donc
+00 1
0 n
vaEVE:pMﬁ%JWES,
n=0

et comme on a €gali€ pour la stragie dfinie par (4.1), on a mordrle
théoeme. m
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5. PROGRAMMATION DYNAMIQUE ERGODIQUE

Onétudie le prol#me de commande dans le cas ergodique sous I'hypo-
thése d'iréductibilitt de la chale de Markov quelque soit la stegfie
adop€e dansSg. On montre I'existence d’une solutianéquation de la
programmation en adaptant €itation sur les politiques Cette situation.

THEOREME 5.1. Sous les hypoéses:

e F compact,

e U— (MY cY) continue,

¢ la chahe de Markov est igductible pour tous € Sf,
eC>0,

il existe une solutioriv, w) a:
min{(A"v)x +Ci} —w =0, Vx € €. (5.1)
u

De plusw € R est unique et : £ — R est dfiniea une constante ps. La
constanteav s'interprete comme:

+00
. Ao e
w = ggfs?lm{z—(1+)\)n+lcx"} : (5.2)

n=0

PREUVE. EXISTENCE D UNE SOLUTION DE (5.1). L'idée d'itération
sur les valeurs pewtfe adapéa cette situation. Nous ne le ferons pas ici.
Nous discutons uniquement de &ittion sur les politiques. On construit
donc les suite$s")nen, (V"nen, (w)nery de la faon suivante :

e ETAPE2n —1: 8" — (v", w") solution deAs"v" 4+ ¢¥" — w" = 0
qui existe et qui est unique (si I'on imposé € R(A%")) grace aux
résultats de Btude des chaés de Markov dans le cas ergodique;

e ETAPE 2n:

", w") —» s x — u™t e argminA'v + ¥y .

Etudions maintenant cette suite en utilisant des notations analagedies
du paragraphe padent.

e LESw" SONT POSITIFS S'il en était autrement on aurait” < 0 qui
impliguec — w" > 0 etdoncA™" < 0. Oron a

x € argminvy = (A" >0
xe&
grace au principe du minimum ce qui induit une contradiction.
e LES CONSTANTESw" SONT DECROISSANTES En effet on a:
Ay + " — " = An+1vn+1 + Cn+1 . wn+1 =0
et donc
(An . An+1)vn + c" — Cn+1

+An+1(vn _ Un+1) —w" + wn+1 =0 ,
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etdonc
An+1(vn . Un+1) - wn + wn+1 < 0

et donc le netne raisonnement que celui prouvant la poséidiew"
montre que:

w" —w"™ > 0= w" > W™t
PASSAGEA LA LIMITE SUR L’ INDICE D’ ITERATION n. Onau" € F
compact, il existe donc une sous suig€) convergente. Notons
salimite. Le lieu du spectre d&®, s € Sg est compact puisque —
Aas, OU A désigne une valeur propre, est continue et que I'ensemble
des straggies est compact. Et donc, puisiigee Sk les chafes de
Markov sont iréductibles, il existe un voisinage de 0 dans le plan
complexe ne contenant aucune autre valeur prop@ dgie 0,Vs €
Sr. Donc en utilisant la semi-simpli@tde la valeur propre 0, il existe
k réel positif :

-1
A e | < K

ou R(A") désigne I'image dé\,. La suite(v") reste donc bome.
Il existe donc une sous-suite rei” telle que:

AT AT

T VL
Un"-‘rl — ** ’
w' S W,
w" > wt ,
"t 5 .
On a alors
AVHLHL o'+ L ,

ALY 4 e < ASY™ 4 ¢S, Vs € Sk,
En passana la limite surn” on obtient :
A*v**—i—C*—w*:O,
A v* + ¢ < Av*+¢°, Vse Sk,
Av* +c—w" <0,
et donc en notart = v* — v**;
A0 <0.

Montrons queA*v = 0. Six désigne un indice £ ou v atteint son
minimum (A*v)y > 0 et donc

(A*T)y =0, (5.3)
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ce qui n'est possible que $i est constante car (5.3) siginifie que
vy €St une moyenne poatfe de ses points voisins, et commest

le minimum, les points voisins ont laeme valeur et de proche en
proche en utilisant l'ireductiblie de la chaie de Markov on ob-
tient:

Av=0.
Et doncon a
min{(A'v)x + ¢} = w*

d’ou I'existence.

UNICITE DE w. Supposons qu'’il existe deux solution$ et w? on en
déduit, en €eutilisant les raisonnementsguédents, que

At — ) —wl+w?>0= wl—w?<0,

et par synefriew? — w! < 0 d’oti l'unicite.
INTERPRETATION STOCHASTIQUE DEw. Soitv une commande quel-
conquec Sk, p* la mesure invariante asseei, on a :

pM” = p*, etdoncp™ A" =0.
Siv etw désigne la solution de (5.1) on a donc
(A’v, p>) =0.
Mais p>* > 0 et donc gatea (5.1) on a
0= (A", p*) = (w —c’, p¥),

et doncw < (¢’, p™).
On montre par un raisonnement analogue qegdli€ est atteinte pour
une straggie \Erifiant:

s e argminA'v + ¢} .

Les sultats du paragraphe sur lathie ergodique des chegs de Mar-
kov donnent alors I'interptation souhaéé. ]

6. COMMANDE EN INFORMATION INCOMPLETE

Nousétudions ici le prol@me de la commande optimale de kleade
Markov dans le caswon n'observe pas directemengtiat mais seule-
ment une fonction statique deetata valeurs dans un ensemble fini.
Nous commepans par donner gquation de filtre optimal c.a.d.dtjuation
régissant I'évolution de la loi conditionnelle dedtat connaissant le pass”
des observations. Nous donnons ensuéguation de la programmation dy-
namique du proldme en information incomete. L' étata mémoriser pour
résoudre le prokme d’optimisation n’est plusdtat du systme mais la loi
conditionnelle de Etat connaissant le pa&sdées observations.
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6.1. HLTRAGE OPTIMAL

Nous recherchons le meilleur esgérde X", état d’'une chaie de Mar-

kov non commane,” connaissant le passles observationg®, Y1, - .., Y".
Pour cela, on se donne une aate Markov obseeg, c.a.d. le 5-uple:
(Ta ga g5 Mya pO) )

ou

e 7,&,G ontla méme signification que pcdemment;
e pestune loiinitiale su€ x G;
e M, repisente la probabiktde transiter de éfatx a I'etatx’ et

XX

d’observery.
La probabilig d’'une trajectoire est alors dosmpar :

n—-1 -
PO Y0, <Ly, oy = p [ MY (B0
i=0
On calcule alors la loi conditionnelle:
qQ:P(Xn:XlYOZyOa"' aYn:yn) .

THEOREME 6.1. La loi conditionnelle de &fat de la chaie de Markov
vaut :

n — pOyO Hin:l Myl
po° [T, MY'1

q (6.2)

PREUVE. On calcule la loi marginale dg/?, - -- , y", x"):

n—1 . n _
5 [pzf Hpn} 63
i=1

X i=0 XN
i=0, - .n—

La loi " est obtenue en normalisant la formulegidente de faan a en
faire une loi de probabilit’enx donc en la divisant par:

n

O

REMARQUE 6.2. Le nunerateur appeléquation du filtre non normaks’
satisfait I'équation ecurrente lieaire :

rMl — p"MY
r®=p°.
L equation du filtre est alors doeapar :
rn
(rm, 1)

n

q:
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Si la chahe de Markov & étatsq" est un processusedfoire de sauts
vivant dans le simplexe :

n
ZE:{X|ZXi=L X >0, i=1""’n}'
i=1

Ses sauts songfinis par:
MY

q ey
q— qMvl avec la probabilggM’1 .

6.2. EQUATION DE LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE

Nous nous plaens maintenant dans le cadrengfal d’une chaie de
Markov commandé en observation incongiE. Nous nous donnons donc
le 7-uple:

(Ta ga fa ga MUy, pOa Cuy)

Letata mémoriser pour pouvoir appliquer la programmation dynamique
est la loi conditionnelle de é¢tat connaissant le pasdes observations. La
récurrence en temps devient aldg e ZE:

n _ H n+1 uny uy uy
V@ =min)_ o™ | SowT [AMYLE @ e
yeg

L'argument du minimum donne une fonction gejui est une fonction des
observations par I'interediaire du filtre optimal.

On remarque que lasolution de cettequation est d’'un ordre de gran-
deur plus difficilea résoudre que €quation de la programmation dyna-
mique dans le cas de I'observation coetpl En effet si dans ce dernier cas
I'’etat est fini de cardina8tE, dans le cas de I'observation incoraf il est
de dimensiorE — 1. La discEtisation de cet espace Bmpoints sur chaque
dimension conduia une autre chae de Markov dont Btat est de cardina-
lite nE~1. Cette complex@ est tellement grande que cette approche est, en
géréral, sans irdfét pratique.

7. REALISATION ET IDENTIFICATION

Pour pouvoir faire de la commande il faut cortr&la loi de la chaie
de Markov. Or bien souvent on ne la comnngas. Par contre on observe
souvent une trajectoire d’un processus que I'on aimerait bieretised par
une chaie de Markov. C’est le probime de l'identification. Nous donnons
deux Esultats: le premier est uesultat purement adgprique donnant la
cardinalig de I'espace @fat dans le cadre le plu®igral, le second est
intéressant pratiquement, bien que trivial, il donne un estimateur de la ma
trice de transition. Ce dernier n’est valable que dans le cas particulier de
I'observation compite.



58 3. COMMANDE OPTIMALE STOCHASTIQUE

7.1. REALISATION D’ UNE CHAINE DE MARKOV

On suppose avoir obsexrwu conndfe la probabili€ de €quences d’ob-
servations de longueurs qcg. On recherche unmehdé Markov obsergé
ayant un nombre fini dfats :

(T,.£,G, MY, p%

capable d’expliquer cette loi de probal@liPouretudier ce proldme il est
commode d'utiliser les notations de leettrie des langages. On coresid”
le monade des motsd* sur I'alphabetd. Par exemple :

a=aByy e A"siA={a,B,y}.

On suppose connue la loi de probakilftde Y, c.a.d. qua chaqua € A*
on sait associer sa probalslifue I'onécrira< P, a >.

Se donnefP estéquivalenta se donner laesie ¢grératice note P
définie par:

P=) <Pa>a.
aeA*

Le probEme posg’revient alors au probime de laealisation de cetteesie
P qui peutétre vue comme I'analogue dans ce contexte depamse im-
pulsionnelle de la thdrie des sysimes lirgaires. On peut congder alors
la matrice de Hankel ass@&a P définie par

Hap =< P,ab>, Va,be &,

ab désigne la concatiation des deux mots b. Le probEme de trouver
la chahe de Markov de taille minimaleH) reste un prol@me ouvert. On
dispose ranmoins duesultat suivant :
THEOREME 7.1. Le rang de la matrice de Hankel d’'une eigade Markov
obsenr€e \érifie :

Rg(H) < E.

PREUVE. On supposera ici pouvoictire p®° sous la formep®MY’
pour un certainp®. Si P est la gtie ¢grératrice d’une chae de Markov
alors la matrice de Hankel dont leements sont:

Hap = p°[[M* ] [M’1
aea Beb
se factorise donc sous la forme
oc
ou O est une matricéco, E) dont la ligne d'indexa vaut :
Oa= p°[[M*, Vae A",
oaea

et ai C est une matric€E, oo) dont la colonne d’indek vaut :

cbzl_[lvlﬁl, Vb e A*.
Beb
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On a donc montle rang deH est plus petit qué. ]

REMARQUE 7.2. La Eciproque est un probime ouvert: sh = rg(H)

on sait trouver des matricédY de rangn réalisant la sfie ggrératriceP

mais on ne sait pas legaliser avec des matrices qui sont des matrices de
transition de chiaies de Markov.

7.2. IDENTIFICATION D' UNE CHAINE DE MARKOV DONT ON OBSERVE
L’ ETAT
Ce probEme est &S simple. On consate la chaie de Markov :
(T’ g’ M’ pO)

On observe une trajectoire detdt(X", n € 7) pendant un temp$ fini,
on veut estimeM.

Pour cela notons:

e N le nombre de fois @ X" passe pax,

e N, le nombre de fois @ X" fait la transitionxy.

THEOREME 7.3. Sila ch&ie de Markov est igductible I'estimateur :
T

N N
Mxy:N_)fl_y,VX,yEg,
X

est un estimateur convergent, lorsque> oo, asymptotiquement optimal.
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CHAPITRE 4
PERTURBATION ET AGR EGATION

1. INTRODUCTION ET EXEMPLES
1.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre on introduit de la structure sur lambae Markov de
fagona diminuer la complexé de la Esolution degquations de Kolmogo-
rov. On suppose que la matrice de transitih dépend d’'un paragtree
et que la matricéM® a une structure bloc-diagonale. Sietudie la chaie
sur un horizon d’ordre 1 les termes en dehors des blocs diagonaux sor
négligeables et le probine se dcompose en sous prenhes ingpendants
de la taille de ces blocs. Par contre lorque I' on €meSsea’des hori-
zons de l'ordre de f, méme pour obtenir les termes d’ordre 1 dans un
développement en, on ne peut pluseagliger les transitions d'ordre Le
but de ce chapitre est efldier ce genre de phonene y compris pour
les proemes de commande optimale. On retrouve ici — dans le cadre de:
chahes de Markov — des gmonenes connus en@ganique eleste depuis
fort longtemps — Gauss fait ddja interés€ au sujet.

1.2. GESTION DE RESERVOIRS

Dans les prol@mes de gestion desérvoirs ce pdrionene appanatans
le cas de barrages ayant plusieurs constantes de temps. Par exemple un g
stock et un petit stock en aval disposant des moyens de turbinagerde m”
ordre de grandeur que le gros. Une autre situation de ce type apparait :
I'on consicere une gestion annuelle d’'un greservoir face une demande
fluctuantea’l'’echelle de la jour®é ou de la semaine.

1.3. HABILITE

Dans les protdimes de fiabil#'les taux de panne ne sont pas denme”
ordre de grandeur que les taux de marche. De plus oregdsge ici au
syseme sur un temps long. Dans cet exemple lareh@bmporte detats
transitoires — situation plus compliga’que nous n’aborderons pas dans
toute sa gréralité.

2. CHAINES DE MARKOV PERTURBEES

Etant done’un pararafree destirg a étre petit, on suppose que la ma-
trice de transition de la clh@é de markov a des probabég de transition
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de deux ordres de grandeur, les unes de l'ordre 1, les autres déorfelies
précigment on conskle la chaie de Markov :

(T’ E’ Me’ C’ M)

€ € R* un petit pararatre;
£ désigne 'espace dtat;
e Mc< la matrice de transition de la cim& de Markov efifie:

M¢—1 =B+€A,

avecB [resp. A] ayant ses termes hors diagonaux tous positifs, la
somme des termes d’'uneeme ligneegalea zro, la somme des
termes hors diagonaux d’'unesm ligne in€rieurea 1;
e C: £ — RT uncalt;
e 1 € RT un taux d’actualisation.
On appelle: chahe rapidela chahe de Markov de matrice de transition

M" = | + B; chahe lentela chahe de Markov de matrice de transition
M' = | + A. Considrons alors la fonctionnelle de la trajectoire suivante :
Chaine perturbée Chaine rapide Chaine lente

€

L

FIGURE 1. Exemple de chae perturlee

Ve = E{fe—MCan)(O:X} (21)
X — (1+ 6,bL)n+1
= Efcx| X°=x}, (2.2)
ou v est un temps d’'aet'indépendant deX" de loi d&finie par:
€u
Plv=n)= m )

et donc rifie :

1
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Letude de ces fonctionnelles revient danétudier la chale de Markov
sur un horizon d’ordre /&, un temps suffisamment long pour que laiciea”
lente ait une action nonegligeable sur le syste. On va donetudier
le comportement asymptotique dé lorsquee — 0. On av est bore’
indépendamment depar supy. v¢ satisfait I'équation de Kolmogorov

xe€
€ 1 €
AL +ZBU +c¢, =0, (2.3)
oul'onanog: A, = A— pnetc, = uc. Mais A, est inversible puisqué
a toutes ses valeurs propre9, et donc*® vaut:
v© = (e+AB)(—€eAc)),
= —¢ R(—e)A;1CM ,

ou R désigne la esolvante def\;lB. Le théoreme de Kato (4.2) s'applique
et nous donne donc lesgi€loppement de‘ ene.

THEOREME 2.1. Le vecteun® solution de (2.3) admet leedeloppement
suivant:

+00
v =—PA’c, + Z(—e)”S”A;lcﬂ ,

n=1
ou P est le projecteur spectral sM(A;lB) et S satisfait:
SA'B=A'BS=1-P.

PREUVE. On aN'(A*B) = N(B) # 0. Le théoreme (4.2) donne le

résultat apes avoir remargeique le nilpotent de!\;lB assoct’a la valeur
propre 0 est nul car sinari ne serait pas majeiindépendammentde [

En notant® = —P A 'c, etv! = —S A 'c, la proposition suivante ca-
racgrise les deux premiers termes du developpement.de

PROPOSITION2.2. On ale dveloppement¢ = v° + ev® + o(e) ot v° est
I'unique solution de I'un des deux sgshesequivalents suivants :

(i) A’ +Bvt+c, =0, VY eN(B), v'e A'R(B),
(i) (A’ P) 4+ (Ci. p) =0, W eN(B), VpeN(B).
PREUVE. 1. Existence d’une solutioa (i). Il suffit de érifier que

® = —PA*c, etv' = —SA 'c, sont solutions. Pour cela mon-
trons que:

- A,PA*c, —BSA'c,+¢,=0. (2.4)
En multipliant (2.4) palA;l il suffit alors de prouver que:
—PA'c, — A'BSA'c,+ A'lc, =0.

Mais par @finition deSonaA 'BS= | — P d’ou le résultat.
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2. (i) = (ii). Faisons le produit scalaire de avecp € N (B’), on
obtient:
(A°, p) + (Bv', p) + (Cu, P) =0,
mais(Bv?, p) = (B'p, v}) = 0 puisquep € N'(B').
3. Unicité de(ii)
Supposons qu’il y ait deux solutions, notanda difference, on
a, puisqueV (B’) = R(B)*:
(Ayw,p) =0, we N(B), Vpe N(B) .
Onadonc:
Aw € R(B) = w e A'R(B) ,
etdonc:
dz:w=A'Bz z¢ N(B).
Puisque
w e N(B) =N(A'B),
il existedz £ 0 tel que
A'Bw = (A'B)’z=0.

Le nilpotent deA;lB assoot’a la valeur propre 0 est donc non nul,
ce qui est en contradiction avec bornitudevfle
L]

On peut donner, maintenant, I'integtation, en terme de che€ de Markov
agegee, du premier terme diedéloppement de“.
THEOREME 2.3. Sil'on tEsigne par:

o (fy, fp, ..., fy) les classes finales de la echarapide,

e t 'ensemble destats transitoires de la cim& rapide,

o A les probabilies de transition de la che lente,

e p' les mesures invariantes eatnales (MPIE) de la chaé rapide,

e x/ les probabilies de tomber dans la classe finafgartant de Etat

transitoirel de la chaie rapide,

alors lesg;; définis par:

4=y (Z P A+ Y P Akxk’)

lef; ke fj ket

sont des probabil#s de transition sur les classes finales de laneheipide
(fq, fa, ..., fn) et Bfinissent donc une chreé de MarkovZ" appeée chafe
agreee dont leefats sont donc ces classes finales.

Si I'on désigne par:
d = Z ap

lef;
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moyenne au sens de 14" MPIE dec, v° = I|m v ne dBpend que des

classes finales de la adn& rapide et s mter;mte comme le ast"moyen —
de la chaie agegge — suivant:

+00
M 0
n=

PREUVE. On réécrit le (ii) de la proposition en utilisant les bases de
N(B) et deN(B’) que I'on a explici€es au premier chapitre:

(A’ P)+ (. p) =0, ° € N(B), pe N(B),v°=) ajx’,
i
(2.6)
ou lesy; sont les solutions uniques de
Ax) =0surt,
x!=1surf;,
x! =0 ailleurs .

L equation (2.6) seegcrit :

3 (o e+ 30 Axha +(ple) =0 i =1.--m. (2.7)
] ]

On remarque alors que

(p.xH =48,
P A =D A e A
lefi kefj le fi ket
(c.p)=d,
et donc (2.7) seeécrit
Q. +d, =0, (2.8)
avec avedQ, = (g;j) — u! . Il reste dona vérifier que(l + Q) est une

matrice stochastique. On a:
2 G =0,
i
or

D oai =) (P A =, AY xH=(p,A) =0.
j j j
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D’autre parton a

g = pr( > AK+ZAkakj>,

i lef ke f; ket ket i

< > p1,

lef;
<1,

etdonc, enremarquant qgg > 0,i # |, on a bien qué + Q est une ma-
trice stochastique. Equation (2.8) devient alorsgguation de Kolmogorov
de la chaie de matrice de transitiagn + Q) d’ou le résultat. O

On noteggalemend parA° — A moyenre parB.

EXEMPLE 2.4. Pour illustrer ceasultat reprenons I'exemple conesiél au
début de ce chapitre. On a

[B 0
=[5 &)

etdoncf, = {1,2} f, = {3, 4} ett = ). Les deux mesures de probatalit”
invariantes exemales sont solutions ggaB; = 0 et p,B, = 0. La chanhe
agreee a deuxefats f; et f, et ses probabili$ de transition sordg;, =

P Ass et = P3As2 .

f1

q12

g21

S2

FIGURE 2. chahe agegge assoeié

3. COMMANDE DES CHAINES DE MARKOV PERTURBEES

Etant donee une chaie de Markov perture et commarek:
(T,E,F, M, c",
ou
e 7 désigne I'espace temps;

e £ désigne I'espace état;
e F désigne I'espace de commande qui sera supposipacty € F ;
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o M la famille de matrices de transition perteds de paraaires et
commaneées par la commandeveérifiant

MY — | =B + A",

avecB et A telles queN (BY) soit indépendant de, I'application
u — {AY, BY} soit continue, la chae rapide n’ait pas de classe
transitoire quelque so#t € Sk ;

e C': & — R* un cait continu en u;

e 1 € R* un taux d'actualisation.

on étudie le comportement asymptotique, lorsque> 0, du probéme de
commande optimale

+00 e y 0
¢ =mink — X0 =x}. 3.1
U T s {nzo (14 pe)m1 ™ | } (3.1)
Nous savons que est I'unique solution de:
. 1
—pv° +min{(A" + =B")v +¢c,} =0, (3.2)
ueF €

équation de la programmation dynamique pour le protd (3.1). Le but de
ce paragraphe estetiidier un @éveloppement eadev® et d’en donner des
interprétations en terme de commande optimale dengdsafle Markov. On
commence par donner unetieéme d’existence et d’uni@td’une€quation
carac€risant les deux premiers termes dweloppement. On donne ensuite
I'interprétation du premier terme dedéloppement. Dans certain cas?
fini — on peut donner une cara&etSation compate de la efie. Nous ne le
ferons pas ici. Le but de ce genre de travail estadiiire la complexddes
algorithmes nurafigues de @Solution de Equation de la programmation
dynamique. Ce sera ici un suecielatif puisque il y aaduction du nombre
d’etats mais malheureusement pas de la taille de I'espace de commande.
On note dans la suite :

0.1\ _ mi 0 1
H(v,v)—mgl{A;‘Lv +B"v +c,} .

En utilisant les mfnes conventions qu’au paragraphegdent on a le
théoreme caradfisant les deux premiers termes aaweloppement suivant:

THEOREME 3.1. Il existe une solution a:
H% v =0, v e N(BY), v' € (A)'R(BY),

* . * ; u, 0 u,.l u
s :X—>u Earggglfr(AMv + B v +C))x
avecv® défini de faon unique.

PREUVE. La ddmonstration combine lesattiodes utilises dans le pa-
ragraphe pédent et celles de la commande ergodique.
1. ExistenceOn consi@re I'algorithme du type @fation sur les poli-
tigues suivant :
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e Etape 1.A son associgv?, v') solution de
A’ + B+ =0, 1" e N(B%), v e (A)'R(B) .
Cette solution existe et est uniqueage au paragraphe

précddent. On sait de plus qué > 0.
e Etape 2.A (v°, v!) donrg on associs définie par

s:X — ueargminALv° + B'v' + ¢} .
ueF

Nous construisons ainsi trois suit@8"}, {v'"}, {s"}.
e Montrons que la suit¢v®"} est dcroissanteNous avons :

AnUOn + anln + C;rl — 0 ,

An+1U0,n+1 + Bn+1U1,n+1 + C;rl+1 — 0 ’
etdonc:

An+1(U0n . UO,I'H-I) + Bn+1(vln . Ul,n+1)
n n+1y..0n n n+1y..1n n n+1 _
HA = A (B — BY " ¢ — ¢t =0,
etdonc:

AT — Oty 4 B 1N — My < 0 (3.3)

et doncv™ — %" > 0 gracea l'interprétation probabiliste
des equations du typ&v + Bw + ¢ = 0 donr€ au paragraphe
préédent.

e Passage la limite. Puisques"(x) € F compact, il existe donc
une sous suités™ } convergente (nous notosssa limite).
Remarquonsegalement quel" e (AZ")—lR(BS"), u —
spectre¢(AY)"*R(BY)) est continue et queV(BS) est fixe
quelque soits. Il existe alors un voisinage de 0 dans le
plan complexe ne contenant aucune autre valeur propre de
(A5)7'B° que O et donc||(A}) 'B®|as)1r(es|l €st bore
indépendamment de et doncv!" est bor indépendamment
des et donc appartiers un compact. Il existe alors une sous
suite de{v™} notée {v1"} convergente vers* et telle que
{v1""~1} soit convergente vens**. On a alors:

An”UOn” + Bn”vln” + Cn” -0 ,
An//UO,n//—1+ Bn//vln//—1+cn// < AsUO,n//—1+ stl,n”—l_i_cs, Vs,
et donc en passaatla limite:
A + B +¢* =0,
A*UO*-l- B*Ul**-l-C* < ASUO*-l- stl**+cs ; VS,

A*UO* + B*Ul** + c* < 0 ;
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etdonc:
B*(Ul** . Ul*) < 0 ; (34)

et doncB*(v** — v*) = 0 par le n€me raisonnement que
dans le cas du comtig ergodique mais appliguci a chaque
classe ireductible de la chae rapide. On conclut alors que
(v%, v1**) est solution.
2. Unicité dev®. Supposons qu'il existe deux solutions®, v!, s) et
v°, vt s) on aurait:
AV + Bl 4cs = 0,
AS/U/O + BS/U/l + CS/ — 0 ,
ASUO+ stl-l-Cs < AS/UO-l- BS/Ul-l-CS/ ,

et donc
A — v +B - v >0=10—00<0
grace au paragraphegmédent. Le esultat en dtoule par symitrie
du raisonnement.
L]

Montrons que les deux premiers termes @ualoppement de¢ sontv? et

vl

THEOREME 3.2. Pour tout® tel que :
H@% v') =0, v’ e N(B%), v' e (A7) 'R(B%),

avec:
s* 1 x — u* € argmin(Alv® + B+ cV)y
ona:
ve =12+ 0(1) .
Side plus:

°, v} — arg mir{A;‘Lv0 + BY?! 4 c¥}
est une fonction continue, oma = v° + ev! 4+ o(e) .

PREUVE. Prenonsy = v° + ev! nous avonsH (v, v/e) = HO® +
evt, vl) carv® e V(B%) qui est indpendant de la stregies*. Comme

Iim0 H@?+ evt, vl = H@% vY) =0,

H (UO + evl, vl) =0(1) ,
onadonc:
H (v, g) —o(1) .
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Cette derreéreéquation peuefre vue comme €quation de la programma-
tion dynamique de la caé de Markov de gférateurB + ¢ A pour la fonc-
tion cadtc + o(1) et donc

€
< E{———0(1)|Xo = X} ,
e g (Lt 0
d’ou la premere partie du théreme.
Pour montrer la seconde partie. On prerfddéfini par (AS)v* +
B%'v? = 0 ce qui est possible puisqué € A *R(B). En prenant alors

U=UO+€U1+€2U2,
ona
v
Hw,-) = H@ +evt + €22 vt 4+ €v?),
€

= HOvYH) + eAf:vl + eBSv? 4+ 0(e) ,
o(¢) ,

car dans ce cald est différentiable en® etv?! et les a&rivées sonD,oH =
AS, etD,.H = BS. En faisant alors le erhe raisonnement que dans la
premere partie de cetteationstration on a morgijuejv —v¢| = o(¢). O

Donnons maintenant une integpation en terme de commande de
chahe de Markov de ceal/eloppement asymptotique.

THEOREME 3.3 (Interpgtation stochastiquel® est solution du prokeime
de contole stochastique suivant:

o lesétats sont les classes finalds, f, - - - f;,) de la chaie rapide qui
ne Ependent pas du coote et qui forment une partition de I'en-
semble degtats — il n'y a pas de classes transitoires;

e les commandes sont les probaleditde transition d’'une classe -
lautreq; , 1I,j=1---m;

¢ la fonction cait vautv; (g, ..., gim) OU lesy; sont les solutions des
problémes de commande ergodiques suivants :

— lesétats sont ceux de I&M¢classe rapide,
— les probabili€'s de transition sont les probalaktde transition
de la chaie rapideM",
— les caits sont:
H S ASI
vi(G) = nlmzckpk ’

ke f;

sous les contraintes::

gj = ZZ Py A

kefi lefj

ol p’' désigne 1a®MeMPIE de la chaie rapide.
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PREUVE. Notons{y', i = 1---m} les vecteurs supports des MPIE de
la chahe rapide — indpendants de par hypotkese. Ils forment une base
deN(B®). Onadonc:

muin{A;Za,-Xi +BY+c}=0. (3.5)
]
Cetteéquation peugfre Eécrite
min(B*v" + (A} Y 1) + )} =p@) =0, i=1---m,
]

qui peutétre interpetée comme la solution d® problemes de commandes
ergodiques assaesa chaque classe @ductible de la chae rapide — le
cout étantA; Zj aj x! + ¢'. Mais nous pouvonsgdalement consater les
problémes de commande ergodiques sous contraintes:

min,{B'v* + (¢ + AL X x))} = £, ),
(p*', A x!) = G-
On remarque qué;(qg, «) est fonction uniguement dg; - - - gm. On a

fait la convention qué& = +oo S’il n'y a aucun contole satisfaisant les
contraintes. Le prolkeie initial sEcrit alors:

mqiné(q,a) =0.
Mais on a
&, ) = msin(pSi, c®) + Zq” o — [
]
gracea l'interpretation des probmes ergodiques.
Ainsi si nous notons
vi(Gh1-++ Gm) = min(p®, ¢°) .

ona

& (g, o) = vi(q) + Zq” aj — 4o,
et donc (3.5) seeécrit

rgiin{z Ojorj +vi(G) — puei} =0.

L]

REMARQUE 3.4. Le @sultat pecddent est irgfessant par son in-
terpitation. Pour calculer la solution du prebie on peférera “I'itération
sur les politiques” car lagsolution de prol@me ergodique sous contrainte
est un proldime algorithmiquement difficila résoudre .
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CHAPITRE 5

DECOMPOSITION

La méthode de la programmation dynamique est utile lorsque le nombre
d’etats possibles n’est pas trop grand. Dans de nombreuses situations I'e
pace d&tat€ est un produit caesien d’ensembles finig, = £ x £2 x
...xE". Appelons “dimension” du syste ce nombré. Le nombre détats
possiblesE croit de faon exponentielle avet. 1l devient rapidement im-
possible de stocker la solutioneme sur de gros ordinateurs. Le but de ce
chapitre est de montrer un exemplegutilis dans la thorie des files d’at-
tente, dans lequel la mesure invariante de larehde Markovpy, X € £
se factorise erpil e p'XI et ceci malge’la pesence de couplages entre les
sous-sysimes. Dans cet exemple il est possible d’optimiser dans la classe
des feedbacks ne cassant pas cette structure (feedback locaux) avec c
colts de stockage et de calcul raisonnables.

1. UN RESEAU DE FILES BATTENTE

On consi@re une famille de chaés de Markov. Cette famille a I'in-
terp@étation d’'un gseau ferrade files d’attente. Chaque file a une capacit”
limitee et pesente uneeativation des clients de I'erg€g vers la sortie lors-
gu’'on sature la capaeitde stockage. Bcisons le moele. Indexons par

Y

J j ‘ y,
X u’ V

<
>
T =1 |

FIGURE 1. Le syseéme de files d’attente

i € 7 =1{12,...,1} les files d'attente. Chaque file a wat X' : le
nombre de clients en attente dans la file. On not&ra= {1,2,... ,E'}
I'espace dé&tat correspondant. L'espaceethit du systie complet est alors

E={(x5 %% ... ,x”)el_lsi : in = E},

ieZ ieZ
ou E est le nombre total de clients, constant, dans leesyst”
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Afin de d&finir la matrice de transition de la ama de Markov on intro-
duit :

e U : & — R le taux de service de la file

ol : 7 xZ — [0,1] une matrice stochastique dite de routage qui
indique la loi des chemins suivis par les clients danseau — '
represente la probabiktpour un client servi par la filed’aller dans
la file j si aucune file d’attente n’est pleine;

e T &

ThxE o oxhY=h o x =X x4+, XY

La matrice de transitioM" : £ x £ — R de la chaie de Markov est alors
définie par:

uo_ ul, rY s’_iI existei, ] : X' =T"(x)
xx 0 sinon

avecr/!l |la probabili€ pour un client d’aller dans la filesachant qu'il est
sorti de la filei compte tenu de la saturation des files d’attente. La matrice
r+ se calculeapartir der. Pour cela notong (x™) C Z I'ensemble des files
non satuees lorsque état estx et que I'on a peci€ de quelle file sort le
client. On a alors::

(=7 4 IIT I

avec la partition:

et
sT =3 (k.
k=0

Cette formule est obtenue en coreiaiit tous les chemins possibles, pour
atteindre une file non satr, passant par legdvations.

On s’'intéresse alora la mesure invariantp de la chaie de Markov
(T,E, MY).

2. FACTORISATION DE LA MESURE INVARIANTE

Nous allons montrer que la mesure invariaptee tels systmes se cal-
cule et se factorise = p'...p' o0 chaquep sinterpEte comme une
mesure invariante d’une file unique.
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2.1. HLE D'ATTENTE MM1

Considrons d’abord la file d’attent un serveura entee et sortie ex-
ponentielle c.a.d. la clnaé de Markowa états dan®N de matrice de transi-
tion:

Uy SiX’=x-1,x>0,
w=1€ sixX=x+1,
0 ailleurs.

Sa mesure invariante doiexifier, si elle existe, Bquation de Kolmogorov

e

> p wl

FIGURE 2. Le syséme ouvert'une file d’attente.

avanta I'equilibre:

{ Px(Ux +€) = Pyyilxsr + Px-1€6,X>1, (2.1)
Po€ = pPulz,
Le syseme (2.1) s'intgre facilement on obtient:
X e
pX = k >
y=1 Yy

ou k est une constante de normalisation
1 X e
2l
y=1

qui n’aura un sens que lorsque la file d’attente est stable par exemple lorsqt
e < Uy VX.

2.2. LE SYSTEME A DEUX FILES D’ ATTENTES

On consi@re cette fois un sysime ferng de deux files d'attenta ca-
pacigs limittes. On supposera d’abord que chaque file a une cayEcit”
suggrieure au nombre total de clients du gyseE.L equation @finissant
la mesure invariantearifie cette fois:

—>— . >

4
< 2 <

FIGURE 3. Le syseéme ferne'a 2 files d’attente.

pxlxz(u)l(l + Uiz) = (px1+1,x2—1)u>1(1+1 + (pxl—l,x2+1)uiz+1 ;
(Pog)UZ = (PLe_DU7, (2.2)
(Peo)UE = (Pe_1)U7.
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On Vérifie que
x1 x2
1 1
Pxixe = knmn? s
y=1"Y y=1"Y

convient. '
Si on limite la capacé&’E' de chaque file une valeur irdfieurea la
capaci€ totale du systmeE. Leséquations (2.2) deviennent :

e (2.2.1) est inchareg,
e (2.2.2) devient (2.2.2'):

2 1
(Pe—E2E2)UE2 = (PE_E241.E2-1)UE_E2,4 >
e uneéquation analogue pour (2.2.3)

et donc la mesure invariante solution de ce nouvealesystést du type
(2.5) avec une autre constante de normalis&tion

On constatea posEriori que I'équation (2.2.1) seetoupe en deux
equations dquilibre donnant des informations plugpises:

(2.3)

1 _ 2
px1x2u§1 = pxl—l,x2+1u>1(2+1
PxixeUl, = px1+1,x2—1uxl+1

On remarque de plus dans ce cas particulier que (2.3.1) et (2.3.2) sont e
fait la mémeé€quation mais applij€a des endroits diéifents de I'espace
d’etat. Elles seeécrivent:

2
Px1x2 . u X241

9

- 1
Pxi—1,x2+1 Ui

Ce sont degquations dgquilibre asso€iés aux transitions joignant seule-

FIGURE 4. L'espace cttat pour le systmea 2 files.

ment deux points de I'espaceatat.
Cet exemple est encore trop simple pour neclairer compmtement sur
le cas g@nréral puisque Etat est ici en fait de dimension 1.
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R 1 >
<
— < 2 <
— <
> 3 >

FIGURE 5. Le syseme ferng de trois files d’attente.

2.3. LE SYSTEME FERME DE TROIS FILES DATTENTE

On consie@re le systime ferne'a trois files d’attente ayant chacune une
capaci€ suggrieure au nombre total de clients du gyse. L'espace @fat
£ est le simplexe:

(x5 X2 x3) x4+ 2+ x3=E,x!>0,x>>0,x3> 0} .
Leséquations dequilibre dfinissant la mesure invariantestivent :

l’l

N

3
x? x

FIGURE 6. L'espace cetat du systimea trois files.

Prixzxa[Una (M2 4113 + 0%, (r# 128 4 w33 +13%%)]  (2.4)
1 12 13,1
= (px1-|-1,x2—1,x3)ux1_|_1r + (pxl+1,x2,x3—1)r UX1+1

2 21 23, .2
+  (Px-sxer1x3)Uie, M+ (Pxtseiixe-)r U

X241
3 31 32,,2
+ (pxl—l,xz,x3+1)uxz+1r + (pxl,xz—l,x3-i-1)r UX3+1 .
EXERCICE 2.1. e Ecrire lesequations sur chacune des faces du sim-

plexe.
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e Ecrire lesequations céquilibre dans le casua™ — la capaci” de
chaque file est irdfieure au nombre total de clients — on a la possi-
bilite de drivation indique au paragapheguédent.

La solution s’obtient paregparation des variables. On la cherche sous la

forme:

x1 1 X2 x3
e e 1+ €
pece =c[ [ ]] 5
y=1 Uy y=1 Uy y=1 Uy
En reportant dans (2.5) on obtient treiguations assoegsa desequilibres
locaux de flux de probabikt!
er2l 4 ekt = elrl24elrls
elr1? 4 e¥32 er?t +er?, (2.5)
elr23 + e2r23 — e3r31 + e3r32 .
L equation (2.5.i) corresporadequilibre des flux de probaldisur la file i.
L equation (2.5) see€crit matriciellement

er=e. (2.6)

Donc e doit étre mesure invariante de la c¢cha de Markov des rou-
tages(Z,r). Supposons que la matrice des routagesfie¢ la condition
d’equilibre local:

erl =elrl | (2.7)
On dit dans ce cas que la chade Markov correspondante estVersible”.
Ce qui signifie que : la chaé de Markov obtenue en remontant le temps de
matrice de transition’ = g5'r'qp — o0 gp désigne la mesure invariante
mise sur la diagonale d’une matrice (on verifiera que cefani bien une
matrice de transition) — est laemie que celle du sens diregt = r).
Sous cette condition dfuilibre la chaie de Markov de la file d’attente est
réversible et IEquation (6) se &coupe cette fois en sequilibres locaux :

r2l — glp2t
er3l =elr13, (2.8)
etc...
On a alors leesultat plus fin:
pX/ U
o= [T my, . (2.9)
X yycCuw
oU Cyxy = {XVY1, V1Yo, ... , ¥nX'} désigne un chemin quelconque de I'espace
d’etat joignan ax’
_ MY,
MY, = 2L (2.10)
yy u
My/y
On a par exemple:
N
W2, 2t
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poury = (x!, X%, x3) ety = (x} — 1, x>+ 1, x%) . Cela revient'dire que :

logMY, = log px — log px  V(X, X') connect.

XX —

Ce qui est I'analogue discret du fait qgu’'un champ de vecteuivd 'd’'un
potentiel scalaire.
On peut maintenargtudier :

2.4. LE CAS GENERAL

Enremarquantquel /')t = T la mesure invariantearifie I'equation
de Kolmogorov avant:

Z pTii(x)M%i(x),x = Px Z M;{Tij(x) . (2.11)
i#jel i#jel
On a alors le:

THEOREME 2.2. Le systine de files d’attente admet une unique mesure
invariante @s que Ies;:‘y > 0,Vy > 0, et que est asso&éa une chaie de
Markov irréductible.

La mesure invariante du sgshe de files d’attente se factorise en:

p { kl_[ieI <1_[);:1 S_II> surx . Zief[ Xi =E ’ 0 = Xi < Ei )
X — y
0

9

ailleurs ,
(2.12)
ou
e e c R!' est 'unigue mesure invariante dest donc satisfait :
er=e, (1) =1; (2.13)

e k est une constante de normalisation.

PREUVE. Lunicite de la mesure invariante provient dessultats
géréraux sur les chaés de Markov. Sous les hypeses indigaés, la
chahe de Markov assoe€ au sysime, a une seule classe finale et donc
une unigue mesure invariante. La formule (2.12) provient deddigation
deséquilibres locaux :

Px Z ;,Tij(x) = Z Prii (x) M#ij(x)’x Viel. (214)
J€Z, j# J€Z, j#

On érifie (2.14) en substituarg, par sa valeur (2.12). On tombe alors sur
la condition suffisante (2.13) de laemme faon que dans le cas de trois files
d’attente. Il faut ensuiteerifier que le €sultat est encore valide sur chacun
des bords de I'espaceeatat. O
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2.5. LE CAS D'UN SYSTEME OUVERT SUR LEXTERIEUR

Cette nouvelle situation pew@tre vue comme le cas particulier de la
situation pecédente dans lequel:

¢ une file d’attente d’indice 0 madise I'ex@rieur;

¢ le nombre total de clients du sgshe exede le nombre total de place
du syseme interne;

e le nombre de places de la file exigure est sugrieur au nombre total
de clients;

e le taux de sortie de la file exttieure est indpendant du nombre de
clients en attente dans cette file;

La loi de probabili€’ du systime peut seeécrire :
Px = KB - Py, PRyt

qui devient:
Px = k/Qil ne -QL
avec:
X! i
q =K Lo
y=
et:
i eul
-

Le support de la loefant un produit caesien —a cause des hypatkes
faites sur le nombre de clients et de places dans lemyest-
d’equilibre sont bien ingipendantes. Il est alors beaucoup plus facile de
calculer les constantes de normalisation. &urfe, dans ce cas, le sgshe

a I'equilibre estequivalenia’| files découpkes avec un taux d’estee’ et

un taux de servica, .

3. FEEDBACKS LOCAUX OPTIMAUX

On étudie le prol@me de commande optimalé, £, 7, MY, c*) dans
le cas ergodique. Il faut donc minimiser :

On cherchea‘optimiser dans la classe des feedbacks lo&auxa.d.

€= ]‘[5' F= ]_[J-" S = ]_[(F')g'
=1
par oppositiona’la classe des feedbacks complsts= F¢, de faon a
conserver la forme produit. Entre d’autres termes on commande les tau
de sortieu',i € 7 et on leur impose d@fre des fonctions desditat local
seul c.a.du' est fonction dex' et non pas du vecteur efat complek. En
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se restreignana cette classe on perd un peu d’optimalibais on gagne
enorn€ment en calcul et en place pouemoriser la stragie optimale.
D’autre part on se placera, dans toute cette partie, dans le cas d’'amsyst’
ouvert pour simplifier lesesultats mais ils peuventetEndre au cas d’'un
syseme ferng. A cause de I'absence de convextpriori du probéme, il
sera tes difficile d’obtenir I'optimum global dans la clas§g¢ mais nous
pouvons obtenir une stgie que I'on ne peut pas atidrer en optimisant
file par file ce sont des points de Nash.

DEFINITION 3.1. On appelle point de Nash pour le eriéa optimiserJ (u)
un pointu* vérifiant :
Jwt ooty <t el o ut), vieT .

REMARQUE 3.2. Dans le cas convexe difEéntiable le seul point de Nash
coincide avec le minimum global (dans la classe cav8lici classe des
feedbacks locaux).

EXERCICE 3.3. On \grifiera sur des exemples en dimension 2 que I'hy-
potheése de diférentiabilig est ®cessaire mrme dans le cas convexe. Les
lignes de non difrentiabilige peuvent dans certains cais€ des points de
Nash.

3.1. CARACTERISATION DESFEEDBACK LOCAUX NASH OPTIMAUX

Nous caradafisons les feedbacks locaux Nash optimaux comme des so-
lutions d’'un systme coum” d’'équation de la programmation dynamique
pour cela nous devongftihir un cait local moyen

c¢: S x & x F — R
S y v Eps~ (X' =y, U =v)
qui peut s&crirea partir de la formule explicite de

]_[ o) .
g'= > cf]es. (3.1)

X, Xi=y,s(xh)=v J#
On rappelle que:

K 1—[ S (3.2)

ot k! est la constante de normalisation.

Si on voit ce proldime comme un probime de jewah joueurs, chaque
joueurétant identif€a une file d’attentes! repésente le cat'du j *M¢joueur
connaissant seulement l'information de sa file et connaissant la@gat”
globale, mais sans avoir & auxevénements qui se sont effectivement
produits sur les autres files. La caexi$ation suivante devient naturelle.
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THEOREME 3.4. Sous les hypo#ses :

s(X) >0,vx e &,
r estiréductible,
F' compacts,

u — cycontinue,

une CNS pour quev soit le cait asso@’a une stragie Nash optimal est
gue le systime suivant soiterifié :

pis Ais =0 , ergi p;(s =1 ,
VieZ o _ _ (3.3)
ming {(AYv)+ ¢} =w, Vxe&',

ou:
e C' est dfini par (3.1), _
e I"equation (3.3.2) efinit la straggie optimales' en associana
chaguex' € £' unélement galisant le minimum de (3.3.2),
o A estle grérateur de lafileic.a.d.

(AYyh)y = e(iviurl +uvl_, — (€ +upnl .

—)Lej 7 > s J_y

FIGURE 7. Fileiéquivalente.

REMARQUE 3.5. L'équation (3.3.1) effinit la mesure invariante de la file

i. L'equation (3.3.2) n’est quedtuation de la programmation dynamique
pour le joueur i optimisant le ent', sa fileétant in&pendante des autres
gracea la proprété de la forme produit.

PREUVE. Montrons la condition etessaire et laissons en exercice la
condition suffisante. S* est Nash optimale elleerifie :

w=J() < I, ..., 8, s s,
or
1 | | isy i
J(s*,...,s',s*'+,...,s*):chyp'yS, (3.4)
yeé&!

par cEfinition dec'. Les Esultats de la #drie du contle dans le cas er-
godique nous indiquent que le minimum de (3.4) par rappgostérifie
I"equation (3.3.2) d'o le résultat puisque cela dodtre vraiVi € Z. On
remarquera que les hypetes faites assurent I'eductibilitt de la chaie
de Markov du systme et I'existence de tous les minima coesig’ O
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3.2. UN ALGORITHME DE RELAXATION POUR CALCULER UNE
STRATEGIE NASH OPTIMALE

Pour Esoudre (3.3) on pourra utiliser I'algorithme suivant qui n’est rien
d’autre gu’un point fixe dans I'espace des s¢s :

1. dédmarrer avec une stegjies € S|,
2. choisir un joueuy,
3. calculerc’s,
4. calculer une nouvelle stegies’ en €solvant [Equation de la pro-
grammation dynamique pour le joueur
5. remettrea’jour la probabili¢"du joueurj en Bsolvant IEquation de
Kolmogorov avant correspondante,
6. retourner en 2) jusqga’ce qu'il ne soit plus possible d'atiorer la
straggies quel que soit le joueur choisil’etape 2).
Par cet algorithme on obtient une suiecddissante de ¢t$. Les cafs sont
minorés si on fait I'nypotieSe que > 0. Cette suite converge vers unuto”
Nash optimal — car inagliorable par modification d’'un feedback loaal °
la fois.
REMARQUE 3.6. Dans cet algorithme la partie la plus difficile est le calcul
des caitsc’s. En fait on ne pourra faire ce calcul que dans des cas particu-
liers: lorsque le cofest de la forme! = (3", cV). On fera alors des
convolutions €eitérées pour calculer less.
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CHAPITRE 6
LE REGULATEUR LQG

1. LE FILTRE DE KALMAN
On se donne le sysiie Ecurrent stochastique :

Xk-‘rl = Axk + wk5 XO = g 3
11
{ Yo = CX+w, (3.1)

Ou on suppose que

1. Xk (resp.yk) sont de dimension (resp.p),

2. les v.ag, wy ety sont indpendantes gaussiennnes,

3. & est de moyennm, et de variancé,

4. wy (resp.vk) sont centees, de varianckl (resp.N).

Lesw (resp. lew) correspondent au bruit suetat (resp. I'observation). On
peut faire @pendre les matrices, C, M, N du tempsk si c’est récessaire.

On se pose le probime dit du “filtrage”, consistara trouver le meilleur
esting de I'étatxy connaissant les observations - - - , Yk.

On sait que ce meilleur estardu send.? (moindres cams), est dona”
par I'esgrance conditionnellB(x, | V¥), ot V¥ est la tribu engend€ par
(Yo, - -+ , Y«). Le filtre de Kalman donne une formeaursive, en temps, au
calcul de ces egpances conditionnelles.

1.1. CALCUL DU FILTRE

Notons:

1. le pEdicteur dex, & un pas en tempg = E(x¢ | Y1),
2. la variance de I'erreur de @wvisionZy = var(xx — Xy),
3. l'etatfilte X7 = E(x¢ | V%),

4. la variance de I'erreur de filtragg" = var(xx — ).

THEOREME 1.1. Ces quantisévoluent selon lesduations :
K = R+ Ki(Yk — CRo), Kir1 = AR, Ko =mg,
le gain du filtreK, étant donepar :
Kk = ZC'(CZC + N) ™,
Elf =(1-KiO)Xk, Zyy1 = AE[(*A/ + M, Y9=F.

REMARQUE 1.2. Létat initial de (1.1) et les bruitgtant gaussiens, le
sysemeeétant liréaire, lesetatsx, et les observationg sont eux-neimes
gaussiens. Le pdicteura un pas et le meilleur estarsont aussi gaussiens.
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PREUVE. CALCUL DU FILTRE. On appelle innovation le processus:
- def _ A A
e = Vi — E(vi | Y1 = yi — CR = C(x — R) + vk - (1.2)
D’aprés (6.1) on a:

o+ def

REEEX | V) =Ex | V) + Ex | %) — E(x)

=X+ EX | ) — E(X) = Xk + Kk = X + Kk (Yk — CXk)
avec
Kk = cov(Xy, fivar(¥i) .

CALCUL DU GAIN. Pour calculer &cursivementKy il faut calculer
récursivement caxy, Vi) et vary).

COV(Xk, Yk) = COV(Xk, C(Xx — Xk)) = COV(Xk, Xk — Xx)C’
= COV(Xx — Xk, Xk — Xk)C' = ZC' .
Par ailleurs I'iné&pendance de, — X et devg entraine:
var(yx) = var(C(xx — Xx)) + var(vg) = CXC' + N .
On en c&duit la valeur du gain du filtre :
Kk = ZkC'(CZC + N)L.
CALCUL DE LA VARIANCE . De I'orthogonali€x,—%, L ¥k on déduit
var(x — Xy) = var(xx — X)) + var(Ky¥) ,
et donc
2 = Tk — Kpvar($i K = S — K CZy
CALCUL DU PREDICTEUR ET DE SA VARIANCE Ona:
i1 = AR | V) + E(wk | V9,
maiswy est indépendant d@* et centee et donc
R = AR .
Enfin de la relation:
Xir1 — Rir1 = Ak — %) + wi
et de I'inddpendance de, — X etwy, il vient:
Y1 = ASSA + M.
(]

REMARQUE 1.3. 1. Si les bruits ne sont plus gaussiens, Enkrne

précédent donne malgrfout, I'évolution de laegression liraire de
X en )X,
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2. Si on suppose les bruitsy, vk corrélés cofwy, vx) = O, on se
ramene au cas pident en introduisant
wrx = wix — E(wg | vk) = wy — ON~ 1o .
qui est non coelé avecvy et donc:
Xir1 = Ax + ON7L(yi — Cx) + i
= (A— ON1C)xx + ON7ty, + wy .
L equation de& devient alors::
Rii1 = (A— ONIO)RF + ONty, |

les autreequations du filtre restent inchasega la substitution de
M (variance dev) parM — ON~1O prés (varianceiy).

EXERCICE 1.4. Donner legquationsecurrentes satisfaites par
E(Xksa | V)

1. pourd > 1 (probEme de paVision),
2. pourd < —1 (probEme de lissage).

EXERCICE 1.5. Si toutes les valeurs propres Aesont de module stricte-
ment inferieua 1, montrer que le syatne

Xk = AX¢ + wi, Yk = CX + vk,

est stable au sens suivant:

1. xx converge en loi pouk 1 oo vers une loi gaussienne cesdrde
varianceP. P étant la solution positive dedtjuation

P=APA+ M.

2. Yk converge en loi vers une loi gaussienne camtié variance
N+ CPC .

3. SiM est synetrique positiveP = » ~ A“M(A)¥ est I'unique solu-
k=0
tion positive et symafrique de

P=APA+ M.

1.2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU FILTRE
D’apres le tleoEeme 1.1, IEquation degy est donee par,

)?~k+1 = (A — ch))?k + Kkyk )
K« = AKg= A C(CZC +N)1L, (1.3)
Y1 = AlXk — ZC(CEC + N)‘1C2k] A+M.

On peut eécrire cette derereéquation
ki1 = (A — K CO)Z(A — Kk C)' + Ky NK| + M .
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et remarquer qu& réalise le minimum de la covarianed'instantk + 1
sachant cella I'instantk.

Siir = Min(A= KCO)Z(A— KC)' + KNK' +M] . (L4)

Le but de ce paragraphe g&ré détudier la convergence en loi d&s c’'est-
a-dire le comportement asymptotique de la variance d’eiXxgur

THEOREME 1.6. SiM = BB’ avec le triplet(A, B, C) compEtement ac-
cessiblé et observable alork, converge pouk 1 oo, vers l'unique solu-
tion > 0 de:

Y =(A—KC)Z(A— KC) + KNK' + M, (1.5)

K = AXC'(C=C' + N)™L. (1.6)
Toutes les valeurs propres de— K C sont de module< 1.

PREUVE. 1. LA SUITE Xk EST MAJOREE PAR UNE SUITE CONVER
GENTE. En effet la suiteetant compttement observable il existe une ma-
trice L telle que les valeurs propres #le- LC soient strictement plus petite
que 1. Si I'on considre le filtre approch”

X1 = (A= LC)X + Lyk ,
et la differencex £'x — x ona
k41 = (A= LO)Xy + wx — Luk ,

et varXx) > Xk. Le syseme gaussienegissantx étant stable vagy)
converge vers la solution positive de

Y=(A-LOZ(A—LCY +LNL +M.

2. CONVERGENCE DANS LE CASYy = 0. SiXg = Py = 0, la suiteXy est
croissante dans I'ensemble des matrice8. On aX; = M > . Si par
récurrence on suppodg > Xy 1,

(A = KkC)Zk-1(A— KkC)' + KkNKy + M
rrE<in{(A— KC)Zk_1(A— KC) + KNK’ + M}
= Xy dapres (1.4).

k1 >
>

D'apres 1 et 2, pouEg =0, X = IiLn Yk existe, est- 0 et \erifie

{z = (A—KC)Z(A—KC) + KNK'+ M
K

= limg Kk = AXC(CXC + N)_l. (2.7)

1Un syseme(A, B) est totalement accessiblegsiur toutx il est possible de trouver
une €quence de commandes trarsfit en temps fini tat de Ga'x.
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3. LES VALEURS PROPRES DEA — KC SONT DE MODULE < 1. En effet
supposons qu'il existetel que
(A—KC)Yz=1z || > 1
De (1.7), il vient
(L—|r%Z'2z=7ZKNK'z+ZBBz.

Le premier membre est 0, les termes du second membre serld, N est
une matrice inversible. Don@géssairemenk 'z = 0 etB'z = 0.

Soit alors la matricé telle que les valeurs propres de- BL soientde
module strictement imffieura 1 (qui existe gacea I'accessibit'e du couple
(A, B)), on obtient

(A—KC)Yz=Az=z,
(A—BLYz=Az= )z,

avec|A| > 1 d’ou une contradiction.
4, CONVERGENCE DANS LE CASXg = plg4. PourXg = plg, p > 0, soit

Wit = (A = Ki1C)(A = K20) - -- (A= K ).
Il est facile de voir que
i1 = Wk oZoWy g + Pk avecdy > 0.
Donc
Ti1 = pWk oW o

Mais la suite de&y étant boree (point 1), il en est de emie desly o.
On peut montrer (lai€€ en exercice) la relation

Tki1— 2 = (A— KC)(Zk — Z)(A - K(C)'.
D’ou
Sii1 — Z = (A— KCO)¥(Zo — 2)Wyo.

D’aprés le point 3(A — KC)X | 0. D’aps le point 4 sy = plg W
reste bore. Donc dans ce cas on a encorke,ﬁm: .

5. CONVERGENCE DANS LE CAS G&NERAL. En utilisant (1.4) on montre que,
si Tk (XZp) désigne la variance d’erreur pour une condition initialg cette
variance d’erreur est une fonction croissantedje Donc il existera tou-
joursp > O tel que:

0< 30 =<plg = 2Zk(0) < 2x(Z0) < Zk(plqg).

La convergence dE;(XZo) résulte donc, des points 2 et 5.
6. UNICITE. Lunicite de la solution positive de 1.5 provient du point 5. En
effet s’il y avait deux solution&; et ¥, on pourrait prendr&g = X; et
¥ = Yo alorsZy(Xg) = X1 toutk et comme dans cette section on a mentr’
que limg Zx = = on concluerait qu&; = X».
Ol

2% signifie transposé conjugeé
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COROLLAIRE 1.7. Le filtre approcl’
%2, = (A= KO)R2 + Ky, (1.8)

ou K est cfini par (1.6), a comme variance d’erreur asymptotiquéxvar
X?) la solution positive de (1.5).

. def A
PREUVE. En effet notons = x — X2 on a alors
Xer1 = (A= KC)X + wk — Ky,

et puisque les valeurs propres8le- K C sont plus petites que 1 ce sgste
lineaire gaussien est stable. Donc la loisgeconverge vers une loi gaus-
sienne cen&é de variance doee par

Y =(A—KC)Z(A—KC) + KNK'+ M,
c.a.d. (1.5). 0

2. LE PROBLEME LQG
2.1. LA DYNAMIQUE DU SYSTEME

Les systmes dynamiques consigs ont pouetatx, observatioryy et
commandeu. lls sont dones par lesguations ecurrentes stochastiques
suivantes:

Yo = CX¢+ k. (21)

On suppose que:
1. Xk (resp.yk) (resp.uy) de dimensiom (resp.p) (resp.m),
2. les v.ag, wy ety sont indpendantes gaussiennnes,
3. & est de moyennm, et de variancé,
4. wy (resp.vk) sont centees, de varianckl (resp.N).
Les w (resp. lesv) correspondent au bruit suretat (resp. I'observation).

On peut faire dpendre les matriced, B, C, M, N du tempsk si c’'est
nécessaire.

{ Xkr1 = AX + Buk+wy, Xo=§,

2.2. LA STRUCTURE DES COMMANDES

A un instant k dong; on dispose des observations passét pesentes

(yi,i =0,---,K). llest naturel d'imposer au comt€ u, de n’étre fonction
gque de ces informations, doncedfé de la forme:
uk:S((yOa"' ayk)a kZO (22)

Précisons un peu plus cette condition (2.2gdjnons par

1. (2, A, P), un espace de probabdisur lequel sontefinies les v.a.
£, (wk, v), k=0,

2. H = L%, A, P) I'espace de Hilbert des v.a. de aaintégrable,

3. H™T I'espace produit, des = (ux, k =0,---, T — 1) avecuy €
H™,
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4. YX(u), pouru € H™ T a tribu engendré par les observations
(yia I :O5 ak)5
solution de (2.1).
La condition (2.2) estquivalenteau, est)*(u) mesurable pour tolk
DEFINITION 2.1. Nous @Signons paifyy I'ensemble desu € H™T
adapgsc.a.d. erifiant (2.2).
PROPOSITION2.2. Uaq €St un sous-espace de Hilbertid&>T,

Ce sultat est une coagquence du

LEMME 2.3. Pouu € U,gq, la famille de sous-tribus engeredr par les ob-
servations)Y*(u) est fixe (indpendante de).

PREUVE. Soit(xg, y¥) la solution de (2.1) assa® au contleu, = 0
pour toutk :

K = A+ w X =E
yfj = CXE-l-Uk.

Et soit V*(0) la tribu engendzé paryg, . .. , yp. Par ailleurs pout € Uy,
posons
X1 = AX 4+ Bu, X5 =0,
e = Cx .
Il est clair que, pout touk il existe une fonctiorh, de R™k dansRP,
telle que

Vi = he(Uo, Uz, ..., Uk_1). (2.3)

De plus la lirdari# dessquations implique que la solution de (2.1) asseci’
au contole u s’écrit encore::

Xe = X2+ X5 Yk =Y+ Y- (2.4)

Remarquons que I'on a toujouy§ = yo et donc que)’(u) = )°(0).
Supposons paecurrence que

Y =)(),Vi=0---,k—1.

De (2.3) on @duit queyy est)*1(0) mesurable et donc d'ags’(2.4) que
yic est)V¥(0) mesurable. D’a Tinclusion Y¥(u) ¢ Y*(0). Mais comme le
raisonnement @ddent est syetrique enyy et y?, on obtientegalement
I'inclusion inverse.

La proposition est alors coeglence du lemme 5.2. ]

REMARQUE 2.4. Sil'observatiory, n'est pas disponibla 'instantk mais
seulement l'instantk + 1 les contoles deviennent des feedbacks de la
forme

U = S(Yo, Y1, - -+ 5 Yi—1)
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ou encorey esty*1(u) mesurable pour tolt. Cette difErence avec (2.2)
ne modifie pas la structure du prebie.

2.3. LE CRITERE

On cherche minimiser pouu € U,q, le critere quadratique :

1 [1=2
J(u) = EE{Zx@kaJru’kRu(er’TQTxT} (2.5)
k=0

ou la matriceQ est semi-dfinie positive et la matricR est d&finie positive.
On peut faire dpendre les matrice® et R du temps. L’horizorl pourra
étre infini auquel cas la matric@r sera nulle.

Rappelons que le produit scalaire d’un espH&eest dsfini par

x,y) =EXy),

de telle sorte que le cateJ(u) a la forme,

=
‘J(u) = E {Z(Xka ka) + (UK, Ru() + (XT’ QTXT)} . (26)

k=0

La situation est donc classique etédnt done’un systime liréaire sur un
espace de Hilbert, minimiser un @€ quadratique sur un ensemble de
contdle formant lui-n€me un espace de Hilbert”. On va doecrire les
conditions d’optimali¢’(principe du minimum de Pontryagin). Et il s’agira
d’interpréter de faon probabiliste ce principe du minimum.

On résoudra ce probme en deuetapes. Dans la preame€tape on se
placera en observation congpé c.a.d. que I'on supposera qge= Xy pour
toutk > 0. Dans la deuxdmesétape on prouvera le ¢oieme de sparation
montrant que la commande optimale, pour le peai'en observation in-
compkte, eskegal au feedback optimal obtenu dans le cas de I'observation
compkte applige”au meilleur estim’de 'état (au lieu detre applige’a
I'’etat lui Méme qui n’est pas accessible dans cette situation).

3. LE REGULATEUR LQG EN OBSERVATION COMPIETE
On suppose dans ce paragraphe gue Xy pour toutk > 0.
LEMME 3.1. Le criereJ(u) esta-convexe sutlyy, de drivée:

T-1

(I v—u) = (B'Pesa(U) + Ruk, v — ) (3.1)
k=0

ou py est solution du syste adjoint,

P(U) = A pria(u) + Qxe(u), pr(u) = Qrxr(u). (3.2)
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PREUVE. Notonséu = v — u et §x = X(v) — x(u). Lapplication
u — x(u) est affine continue d¢yq dansH™ "+ et doncJ esta-convexe
Surlfaq, de dBrivée

T-1
(J'(U), 8u) = > (QXc(u), %) + (Ruk, Suk)

k=0
+(QrX7(U), 5X1) . (3.3)

Mais on a
SXkr1 = ASXx + Béuk, X =0, (3.4)

puisque la dynamique du yhe est ligaire.
Alors en faisant le produit scalaire de (3.4) p&f; et (3.2) pasx, et
en sommant sk la différence desasultats on obtient

(pT’ 8XT Z [ kaa 8Xk pk-i-l’ B(Suk)] )

=0

etdonc
T-1 T-1
(Qxr, 8%1) + > (Qx%6 8X) = Y (Prsr, Buk) .
k=0 k=0

Cette derniere formule et (3.3) donne alorsdsuitat par substitution. [
LEMME 3.2 (Critere d’optimali€). Le contole u € U,q est optimal si et
seulement si pourtokt=0,1,... , T — 1,

B' P (W) + Ruc=0 (3.5)

ou |f)'|§Jrl est I'es@rance conditionnelle dedtat adjoint. Nous avons utiés”
la notation:

P(U) = E(pc(u) | &) (3.6)
ol X'k désigne la tribu engende’ par(xg, X1(U), . .. , X (U)).
PREUVE. U,q €tant un espace de Hilbert (propositon 2.2) le cuetn”
est optimal si et seulement si :
(J' (), v —u) =0, Yv € Uag. (3.7)
Prenons pouv :
vi = Ui, Vi #K, v =ux+ %,

avecz, de carg intégrable etv*-mesurable. Les tribug’ étant fixes, on a
v € Uyq. La condition (3.7) devient,

(B/ pk-‘rl + RW, Zk) = 0 )
Oou encore,
E(z (B pky1+ Rw)) =0

Comme cette relation est vraie pour tadt XY*-mesurable, les promiés
des espfances conditionnelles (lemme 5.4), impliquent bien (3.5). [
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THEOREME 3.3. La solution du proleime LQG en observation conapé
est donee par le feedback ledireuy, = Kyxy avec

Kk = —(R+ B'P1B) 'B'PcaiA (3.8)
ou la matrice semi-effinie positivePy est dfinie par
P« = APg1A+ Q — AP1B(R+ B'P1B) 'B'R 1A, (3.9)
Pr=0Qr.
PREUVE. D’apres la condition d’optimalé’(3.5), il s’agit de trouver
une solution au syste déquations
Xkr1 = AX + Bug + wy, Xo=§&,
P = A'pe1 + QX%, Pr = QrXr,
Supposons paecurrence qu@l = R x (ou P est une matrice semifinie
positive) poud = k + 1 montrons le pouk. La condition est vraie pour
| = T puisque
Fﬂ = QrXxr .
Par ailleursyy étant indpendante d&’* et de moyenne nulle
Bk 1 = P1E X | &) = PgaB(AX + Buc+ wi | %)
= P1(AXc+ Buy) .
D’apres (3.5) ona
B'Pei1(Ax + Bu) + Ruc=0.
d’ou I'on déduit le feedback :
U = —(R+ B'P;1B) 1B P 1 AX .
Enfin, les relations
Pk = AP, + QX = AP (Ax + Buo) + Qxc
donnent, en remplant ux par (3.8), la conditiondf = Pcxk, ou Py est
donrge par (3.9). O

REMARQUE 3.4. Le feedback neapend pas de la covariance des bruits.
Il est donc le netne que dans le cag@rministe (x = 0, Vk) (“principe
d’equivalence au certain”). Cesultat est &5 lié au cadre choisi ici. Il n’est
pas vrai en ghéral.

EXeRcICE 3.5. On peut montrer legsultats de ce paragraphe par le-m”
thode de la programmation dynamique. Soit

T-1
V (X, K) = E{Z(X{Qm + Ui RU) + X7 QX | Xk = X}

i=k
le cait optimal asso& au sysime (2.1) partant dedtatx a l'instantk.
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1. Montrer queV (X, k) vérifie I'equation de la programmation dynami-
que

V(X k) = min{x’Qx + u'Ru+ E[V (X1, k+1) | X = X]} -

2. Montrer queV (X, k) est de la forme::
V (X, K) = X' PeX + s¢

ou P, est une matrice semiefihie positive e, un scalaire et donner
leséquations dévolution dePy ets;.

3. Montrer quePy vérifie (3.9).

4. Observer la relation entsg et la covariance des brui.

EXERCICE 3.6. On suppose le systhe contraint par un retard deunités
de temps sur I'observation, c’eatdire qua 'instantk > d, on ne dis-
pose que des observatiofs, X1, ... , Xk_q). Montrer que la solution du
probléme LQG correspondant est encoreséiite avec le mme gain (3.8)
ou on a remplaex, par la meilleure prdiction dex, a I'instantk — d, a
savoirsy @ = E(x | X*9).

4. LE PROBLEME LQG EN OBSERVATION INCOMPIETE

Au probléme de commande

X1 = AX + Buc+wk, Xo=§,
Yk = CX+ w,
T-1 4.1
minyey,, J(U) = E {Z(X{(ka + U Rw) + X3 QXT} ,
k=0
on associe le probme de commandestErministe en observation corefs’
Xi+1 = A+ Bu, X=0,
T-1
C , , , , 4.2
© MiNuey, J(U) = Z(kuxk + ur Ruy) + X, Qxr . (4.2)
k=0

et le probEme de filtrage

Xq¢ = AXe1+ wy-1, Xo=§,
O Yk = Cx+w, (4.3)
E(X¢ | V9 .

THEOREME 4.1. Le solution du prokeime LQG en observation inconapé
est donee par le feedback ledire
ug = Kgx$ (4.9)
ou K¢ est le gain optimal du probihe de commandestErministeC et X,
est done’
)?k = A)?Ij_—l + Buk_1, (45)
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R =R+ Ky — CR) (4.6)
ou K° est le gain du filtre de Kalman asse@u probémeO.

PREUVE. Il suffit de reprendre la@tharche utilie’dans le cas de I'ob-
servation comie, en remplamt les tribust’* par les tribus d’observation
VX, pour aboutir au crére d’optimali€’:

B'f,; + Rk =0, P, = E(Pa | V) . (4.7)

Supposons paecurrence que:

Pl =E(Peea | V) = Pafis
ou Py est la solution de Bguation de Riccati donnant le gaif. Gracea
(4.7) et de (4.6) ed 'orthogonali€ deyy, 1 — CR, 1 avec)* on obtient:

P = E(BIT 1 V') = E[Peys (R + KWy — CRn) | V],

= PR = Pk+1(A)A(|j + Buy) .

On en a&duit:
Ug = —(Rc + B'P1B) "B'P 1 AR,
qui est (4.4) si'on se rappelle de la valeurldé (3.8).
Par ailleurs on a:
o= A FA):EH + QR = AP (A% + Bu) + Q%] = Pk’

en remplaantug par (4.4) . ]

EXERCICE 4.2. Montrer que le conttéur peutetre vu comme la sortie du
syseme dynamique suivant dont I'eatresty et la sortieu :

K1 = (= K D) (A4 BKORS + Ky Vit
o+
Ukrr = KR
EXERCICE 4.3. Montrer le teoEeme de sparation lorsqu’il a un retard sur

I'observation en plus d’'une observation incoetelc.a.d qua I'instantk on
ne dispose que des informatiops | < k — d, ou d est un entier positif.

5. RAPPELS ET COMPIEEMENTS SUR ESFERANCE
CONDITIONNELLE

Soit (2, A, P) un espace de probabditét (X|)ic;, une famille quel-
conque de v.a.afinies sur cet espace. On appélibu engendeepar cette
famille eton note3( X, i € |), la plus petite sous-tribu dé rendant mesu-
rable lesX; c’esta-dire la tribu engen@€ par les ensembles mesurables de
A, de laformgX; € A},i € |, Aborélien deR. Si 5 est une sous-tribu de
A, une v.a.X est diteB-mesurablesi {X € A} € BB, pour tout boelien A.

Soit (Xj)ie; unefamille finiede v.a., une v.aYy estB(X;,i € |)-mesu-
rable si et seulement si il existe une fonctiondd@mnef surR!'! telle que
Y = f(Xg, Xa, ..., X)),
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DEFINITION 5.1. Deux sous-tribuB;, B, sontindépendantesi
VB e Bi, i =12 P(B.NBy) =P(B)P(By),
ou ce qui revient au eme :
VY; > 0, Bi — mesurablei =1, 2, E(Y1Y2) = E(Y)E(Y>) .

En particulier, une sous-trib8 et une v.aX sont dite inépendantes si
les sous-tribu® et B(X) le sont.

LEMME 5.2. SiB est une sous-tribu dé, I'espacelL?(2, B, P) des v.a.

Y, B-mesurable et de carrintégrable, est un sous-espace de Hilbert de
I'espacelL?(R2, A, P) de toutes les variablesealfoires de caerintégrable
définies sun2, A, P).

On pourra consiefer une suite de Cauchy dahg($2, B, P) (elle
converge dan&?(R2, A, P)) et utiliser le fait que d’une suite convergente
dansL? on peut extraire une sous-suite convergente avec proleabiiers
la méme limite.

DEFINITION 5.3. Lesgrance conditionnelle d’'une variableatoireY <
L%(Q, A, P), par rapporia’une sous-triblB de A, est dfinie comme la
projection orthogonale o sur le sous-espace de Hilbét(Q, B, P). On
la noteE(Y | B). SiB = B(X), onécrira souvenkE(Y | X).

LEMME 5.4. Lesggrance conditionnell&(Y | B) est I'unique variable
aléatoire dd_?(R2, B, P) telle que pour touZ € L%(Q2, B, P) 3

E(ZY) = E(ZE(Y | B)).
E(. | B) a les proprts suivantes:
1. By C Bo= E(Y | B) =EE(Y | By | By); *

2. SiZ estB-mesurableon &8(Z | B) = Z; °
3. Y indépendante dB8 = E(Y | B) = E(Y).°

6. RAPPEL SUR LES VARIABLES ALEATOIRES
GAUSSIENNES

PROPOSITIONG6.1. Deux variables aHtoires gaussiennes sont epen-
dantes si et seulement si elles sont orthogonales (covariances nulles).

PROPOSITIONG.2. Les espfances conditionnelles de vecteurs gaussiens,
coincident avec leursegressions affines.

Si (X, Y) est un vecteur gaussieB(X | Y) est la projection orthogo-
nale deX sur le sous-espace dé(2, A, P), engende’par(1, Y), lorsque
X etY sont de dimension 1 et pluegralement lorsqu& (resp.Y) est

3Ce n’est autre que la caraciSation par les produits scalaires, de la projection ortho-
gonale sur un sous-espace de Hilbert.

4En particulierE[E(Y | B)] = E(Y).

SPlus géréralementE(Y Z | B) = ZE(Y | B).

SPlus géréralement sX estB-mesurable et s¥ est indpendante d8: E(f (X, Y) |
B) = [ f(X,y)Py(dy), ot Py estla loi de probabiledeY.
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de dimensiom (resp.p) on trouve la projection orthogonale déesur le
sous-espace de?(2, A, P)" des vecteurs aHtoires de la form@Y + b
ou A est une matrice x p etb un vecteur de dimension n. Si v est
inversible,[E(X | Y) s’écrit explicitement :

E(X | Y) =E(X) 4+ cov(X, Y)vanY) [y — E(Y)] . (6.1)

PROPOSITIONG.3. Si(X, Y1, Y2) est un vecteur gaussiery, et'Y, sont or-
thogonaux ek est cente’on a:

E(X Y1, Y2) = E(X | Y1) + ECX | Ya). (6.2)



CHAPITRE 7

PROPRIETES DES REGULATEURS LQ

Le but de ce chapitre est de coraf I'étude de la rathode consistant
a optimiser un crire quadratique pour calculer wrgtilateur d’'un sysime
lineaire dans le casuoon observe Btat. On montre que, de cette mena,
on peut placer les@és du systie boud tout en respectant des marges
de stabili€ importantes. D’autre part I'introduction de la notion de sgst”
positif permet de montrer la robustesse du aoletria des nonliearigs
gracea un tréoeme de Popov assurant la stabili’'un syseme positif en
contre Eaction avec un systie nonliaire \erifiant certaines propetés.
On donne d’autre part une introduction au calcul d=gutateurs LQ dans
le domaine spectral par uneethode qui est une version optimisation du
filtrage de Wiener.

1. RAPPEL SUR LE FEGULATEUR LQ

On consi@re le systme lirdaire suivant
X = AX + Bu, X(t) = £ ,

ou x(t) (resp. u(t)) est un vecteur de dimensioresp.m), & est un vecteur
de dimensiom, A est une matrice x n et B est une matricea x m. On
détermine la commande en minimisant le eré”

ts
J(U)=/ (x U’)(g g)()lj)dt'i‘x/(tf)P(tf)X(tf),

Q

ou les matrice g

|§ ) et P(ty) sont positives eR est dEfinie positive.

On ale Esultat.

THEOREME 1.1. Sil'équation de Riccati
P+AP+PA—(PB+SR*BP+S)+Q=0,

a une solution (coincidant én avec la matricé®(t¢) donrg dans le crire)
alors la commande optimale est deerpar

u, = —RYB'P + S)x,

et les fonctionnelles quadratiques de la trajectoieersvent en fonction de
la commande optimale sous la forme

t
J(u) — X'(to) P(to)X(to) = / (U, — w'R(u, —wdt,
to

et donct’P(tp)¢é est le cait optimal J,.
99
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PREUVE. Supposons qu'’il existe une solutian I'equation de Ric-
cati (1.1) sur {,, ts]. En utilisant lesequations efifiees parP et paru,
ona:

(S E)()

= —XPx—XPAXx—XAPXx+x(PB+ SR YB'P + S)x + 2xX'Su+ u'Ru
d
= —a(x’Px) +2X'(PB+ Su+ x'(PB+ S)RY(B'P + S)x + U'Ru

d
= —&(X’Px) — 2u,Ru+ U, Ru, + u'Ru.
U

Nous nous irgfessons surtout au cas particulee 0 dans la cas station-
naire. Rappelons leesultat important suivant.

THEOREME 1.2. Sous les hypo#isesQ = CC' avec la commandabiét”
et I'observabilig du systme (A, B, C) et R définie positive [Equation de
Riccati

AP +PA—PBRIBP+Q=0
a une solution positive unique qui a I'integtation

£'PE = inf{/oo(x/Qx—i- u'Ruydt | x(0) = &, x = Ax+ Bu},
u Jo

et la commande optimale a pour valeur
u, = —-R'B'Px.
Le syseme commanrelpar ce feedback est stable.

2. PLACEMENT DE POLES PAR LE REGULATEUR LQ

Nous reprenons I'expedde B0]. Considsrons le prol@me de egulation
temps invariant en horizon infini mono-ee¢&rmono-sortie suivant

X = AX+ Bu, x(0)=¢&, y=Cx,

J(u) = /m(y2+ ru?)dt,
0

et étudions IBvolution des ples du systme boua” optimal (minimisant
J(u) par rapportu) lorsquer varie de 0a I'infini. Les pdles du sysme
bouck optimal sont leseros de dés| — A+ BK) avecK =r—*B’P ou

P est solution de Bquation de Riccati

AP+PA-PBriBP+CC=0.
THEOREME 2.1. Les ples d’'un sy¢me (A, B, C) mono-entee mono-

sortie commandable et observable, beugtr un conwuleur LQ optimal
minimisant/;~(y? 4+ ru?)dt, sont les racines stables de

d(s)d(—s) +r~*n(s)n(—-s) =0,
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ou les polyrimesn etd sont dfinis par
H(s) = C(sl — A'B =n(s)/d(s) ,
avecH irreductible.

PREUVE. A l'optimum le syseme satisfait

(5)=( & ™) (%)

Le changement de variable

x\y _ (1 O 3
p) \ P | by ’
ou P est solution de Bguation de Riccati

AP+ PA—-PBriBP+CC=0,
donne le sysime

£\ (A-BK —Brlp £
T ) 0 —A +K'B T ’
ol K =r~1B'P. Et donc les ples du systine bouat’(valeurs propres de

A — BK) sont des efos de

sl— A Brip

Ona

p(s) = det(s| — Ay det(sl + A — C'C(sl — A'Br 1B
= det(s| — A)det(l — C'C(sl — A !Br iB'(sl + A) Y detsl + A)
=d(s)d(—s)(—1)"detl —r!B'(sl + A)~!C'C(sl — AB)

n(s)n(-s)
=d@e)d(=s)(-)" |1+ ———| ,
O [ i rd(s)d(—s)]
ou nous avons utilsdetl, — AB) = def(l,, — B’A) si A et B’ sont des
matricesn x m. O

On en aduit les deuxesultats suivants qui donnent les deux extités du
lieu des ples lorsque varie de Oa I'infini. En pratique on commencera
parr = 0 et si on obtient des commandes trop grandes on augmentera

COROLLAIRE 2.2. La limite des ples du systme boua optimal (lors-

guer tend vers l'infini) (contole cher) sont lesqiés stables du syatie

en boucle ouverte et les swtnises par rappora 'axe imaginaire du plan
complexe desg@lés instables du syatie en boucle ouverte.

PREUVE. Lorsquer tend vers l'infini les ples du systme boua opti-
mal vont converger vers les racines stablesi@@d(—s) d'aprés la conti-
nuité des racines d'un polymies par rapport aux coefficients du palymé.
Les racines dd(s)d(—s) étant synetriques par rappog 'axe imaginaire
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on peut sparer ces racines anstables en instables. On enatluit le
résultat. 0

COROLLAIRE 2.3. La limite des ples du systme boua optimal (lorsque

r tend vers 0) (conties bon marcks) sont les efos stables du syste

en boucle ouverte, et les sytnisds par rappora I'axe imaginaire du plan
complexe desea0s instables du systie en boucle ouverte, et lesras

a l'infini stables (c.a.d. les asymptotes dans le demi-plan gauche du plal
complexe solution de la courbe

S2(n—m) — (_1)n—m+1ng/r

ou nous avons netm le degg den etng son coefficient de plus haut degr”
et les synetri$gs par rappord I'axe imaginaire deserosa l'infini instables.

PREUVE. Lorsquer tend vers 0O lesqés du systme boua restan@a’
distance fini convergent vers les racines stabley g (—s). Mais le dege’
ded est sugtieur au degrden. La courbe

d(s)d(—s) +r*n(s)n(-s) =0,

se comporte pour lesgrand comme
(=D)"s* 4 r (=1 ™™ =0,

ce qui donne &h — m) racinesa l'infini qui sont solutions de
(="M 4 (—=1)"Mng/r =0,

d’ou le résultat. ]

3. APPROCHE FEQUENTIELLE DU REGULATEUR LQ

Nous suivons ici 9] en changeant laathonstration du #dEme. La
relation entee sortie du syste temps invariant

X = AXx+ Bu, x(0) =&, y=Cx,

oux(t) e R", u(t) e R™ety(t) e RP dans le domaine éqjuentiel vérifie
la relation

Y=HU+E, avecH=C(s—A!B, E=C(s— A .
Le critére quadratique

I =/ (y'Qy + uRuydt,
0

avec Q et R définies positives(A, B, C) commandable et observable,
s’écrit dans le domaine dguentiel pour des commandesstabilisant le

!Les transforraés de Laplace bilateés de fonctions ne€s par des minuscules sont
notées par les majuscules correspondantes.
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Syseme
JU) = 1/(277)/00[(UbHb + E")Q(HU + E) + U’RU](iw)dw .

On veut minimiserJ (U) parmi les transformés de Laplace de com-
mandes causalet) (est transforraé de Laplace de fonctica support sur
[0, 00)) stabilisant le systihe. Le €sultatenon@ ne sera utile en pratique
gue dans le casde syseme en boucle ouverte est stable et d’inverse stable.
Dans les autre cas des simplifiactions illicites peuvent intervenirérmet’
un pdle du demi plan droit se simplifient). On sagsdudre cette difficudtén
donnant une paraetrisation de toute les commandes stabilisantes (88jr [
par exemple) mais on ne le fera pas dans ce paragraphe introductif.

Le fonction de transfertt, telle queU = U,E est appeade contoleur
en boucle ouverte. On a aloYs= (I + HU,) E qui peut s&crireY = (I +
HU¢)~1E pour une fonction de transfdat; que I'on appellera conmtéur
en boucle ferma’ Mais alors-U;Y = U,E etdondJs = —(I +U.H) U,
donne explicitemerit) ; en fonction deJ,. Il reste don@ calculetU opti-
mal.

THEOREME 3.1. La transformaé de Laplace de la commande optimale est
donrée par

U=-FY(F)'H QE},, avecF’F = H'QH + R.

ou {.}, désigne la partie causale Bt est transforreé de Laplace d’une
fonction causale.

Dans le cas rationnel propre (degtl nunerateur in€rieur au degr du
dénominateur) et stable, cadre auquel nous restreiggnstevient apes
une dgcomposition emléments simplea conserver les fractions ayant un
p6le dans le demi-plan gauche du plan complexe.dseiltat est analytique
dans le demi-plan droit.

PREUVE. En revenant dans le domaine temporel mais avec un point
de vue opratoriel la relation eng€ sortie £crity = h x u + & ou x
dénote I'oErateur de convolution ét.) dénote ici abusivement l&ponse
du syseéme pour une commande nulle et une condition initial® = . Le
contdle u doit étre vu ici comme lagponse impulsionnel d’'un cooigur,
et donc, doigtre causal, c.a.@ support sur [Joo). Le critere sEcrit alors

J(u) = / [+ U xh)Qhxu+ &)+ URuU(t)dt,
0

ce qui peut segécrire puisque toutes les fonctions intervenant dans lkererit”
sont causales

J(u):/ [E"+ U xh)Q(h*xu+&) +UuRy(t)dt,

2Hb(s) £ H/(—s).
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et donc en utilisant les produits scalairesldg(—oo, co); R") noté V, on
a

J) =(h*xu+§& Qhxu+8&))y, + (U, Ruy, .

On doit minimiserJ (u) surV;t def fueVy @ ut) =0, vt < 0}. Ce
probléme admet une solution unique puisdpest dfinie positive eR est
positive.

RéécrivonsJ (u) sous une autre forme

JW =N *Qh+R) xu+2 % Qhxu+ & % Qf ,

qui devient en utilisant la factorisatibh’ « Qh+R = f’x f avecf e V.1,
et en passant dans le domainedfuentiel pour pouvoir justifier I'utilisation
d’inverse de convolution

Juy=JU) = |FU + (F)"H"QE|*+ E°'QE — [|(F) 'H’QE| .
Minimiser J(U) revient alorsa’minimiser
L(U) = [[FU + (F)'H"QE|1?

= [{FU + (F)*H’QE}, |* + I{FU + (F)"H Q&) |?

= |[FU 4+ {(F) "H’QE}.|* + |{(F") "H QE}_|1*,
puisquef * u e V.. Le contdleur optimal vaut alors

U=FYF)H'QE) .
(]

Pour achever lagthonstration préédente on a besoin du lemme suivant qui
estégalement important pour obtenir des pref#s qualitatives deggula-
teurs LQ.

LEMME 3.2 (factorisation). S(A, B, C) est commandable et observable
ona

H°QH + R= F'RF,
avec
F=1+K(sl-A1B,
ou K est obtenu enesolvant IEquation de Riccati du prodatie LQ:
K=R!BP, AP+PA-—PBR!BP+CQC=0.

D’autre partF ! est stable.

On appelleerreur de retouta fonction de transfefe car on peut la voir
comme la dif€rence de et de—K (sl — A)~!B retour de la boucle.

3(f,gxh) = (g’ f, h).
4L’ existence d’une telle factorisation sera prewéns le lemme suivant.

50n a ot Ve 2 L2((—o0, 00); RM*m).
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PREUVE. Lequation de Riccati implique
(sl+A)P+P(A—-sl)— PBRIBP+CQC=0.

En multipliant cetteequationa’ gauche parB'(s| 4+ A)~! eta droite par
(sl — A)~!B et en ajoutanR — R on obtient

R+ HQH =BP(sl — A 'B-B' (sl +A)'PB
—B'(sl + A)PBRB'P(sl — A !B+ R,
qui se eécrit
RF-D+(F —DR+(F - DHRF - 1)+ R=R+HQH,

d'ou la premere partie du taéreme en remarquant que le membre de
gauche vaufF’RF.

La stabilig de F~ provient de la stabil¢’du systime Egui par un
contdleur LQ. En effet on a dans le cas mono-eetr”

1-K@l—A+BK)B=1+K(sl—-A1B™1, (3.1)

gui montre que le syste optimal peugfre vu comme la mise en feedback
avec uneefroaction unitaire du sysmieK (s| — A)~1B (qui correspon’
ouvrir la boucle au niveau du contg). ]

De ce lemme on elduit des esultats sur la marge de stalalitiu systime
par un contoleur LQ optimal.

COROLLAIRE 3.3. Le systme mono-en&é mono-sortie commaagbar le
regulateur LQ optimal donne un lieu de Nyquist du eys¢ en boucle ou-
verte restant en dehors du cercle de rayoneuo@nte en(—1, 0) dans le
plan complexe.

PREUVE. On aF’RF = R + H’QH grace au lemme pdédent et
puisque queQ > 0 on a [F°RF](jw) > R et donc|F(Jw)| > 1 mais
F(s) = 1+K(sl—A)~!B etdonc le lieu de Nyquist dé (s| — A) "B reste
en dehors du cercle de rayon uniténte en(—1, 0). Le résultat @&coule
alors de I'interpetation de 1Egalig (3.1). O

REMARQUE 3.4. Il est inEressant de remarquer que I'on a obtenu ainsi
la commande optimale en feedback sur la sortie et non pasetat.ICe
résultat ne sera applicable que dans le cas ou lemmgsen boucle ouverte
est stable et d’inverse stable ce qui est rarement suffisant en pratique.

4. SYSTEMES POSITIFS ET ROBUSTESSE DUBGULATEUR
LQ

Ce paragraphe reprend des parties 8é, [56, 52. On définit les
sysemes positifs. On montre que la syesie des conttéurs par la rathode
LQ conduita des systmes boud$ positifs. On montre que ces BIsEs
restent stables lorsqu’ils sont soun@isdes perturbations nonéairesa
condition qu’elles appartienneatdes ohes dont on precisera la froate.
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DEFINITION 4.1 (Positivig). Le systine liréairé

{)‘( = Ax+ Bu,

y = Cx+ Du, (4.1)

ou
1. letriplet(A, B, C) est commandable et observable,
2. Aeststablgr(A) < 0),

est ditpositif si ff‘;o u’(t)y(t)dt > 0 pour toutu a support compact.

EXEMPLE 4.2. Les systmeselectriques sansegérateur de courant ou de
tension sont positifs.

Par exemple une capaeff et une gsistance en paralE R avec comme
entée la tensioru et comme sortie l'intengiti totale traversant le circuit
(i = u/R+ Cu) est un systime positif. En effeton a

/ wdt—/ (—+Cu—)dt

u?(00) — U?(—00) u? > u?
_ t= [ Zdt>0.
¢ 2 +/_m R /_m gIt=0

Le résultat suivant rassemble diverses camasations des systries positifs.

THEOREME 4.3 (Caraatfisation des systes positifs). Si on appelle
H (s) la fonction de transferD + C(s — A)~'B du syseéme lirgaire (4.1)
etsil'on noteT = H + H” ona (1)--- (5) sontéquivalents, avec :

1. le syseme (4.1) est positif,

2. R(H)(s) > 0Vs: %R(s) >0/

3. T(jw) >0, Yw dansR,

4. 3F fraction rationnelleeelle: T = FF°,

5.3P > 0: [Q:_AP_PA S=C'— B]anvec

S R=D+D’

/ttzyudtz[xPx]E—i—/:[x/ o] [g Ff] mdt.

PREUVE. e (3)=(2
La matrice de transfedtant propre elle n’a pas delgsa I'in-
fini. Le sysemesétant exponentiellement stable n’a pas deepdans
le demi-plan droit au sens large (y compris I'axe imaginaire). La ma-
trice de transfert est donc analytique dans le demi-plan droit.
Grace au principe du maximumi(H )(s) est positive dans tout le
demi-plan droit (ce qui est lesultat cherah) puisqu’elle est positive
sur I'axe imaginaire, nulla 'infini, analytiquea I'interieur du demi-
plan droit.

5Dans cette partie un systle sera netpar un quadruplét®s, B, C, D) lorsqueD # 0.

"%(s) note la partieeelle des, R(H)(s) ey (s) + H'(3).
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e (2)=(1)

Le théoeme de Parseval nous donne
/ u'(t)y(t)dt

o0

1 [ . .

= 2—/ U(jo)y(—jw)dw
T J_x
1 [ . .

= 2—/ U'(jo)H(—jo)u(—jw)dw
T J_x
1 [ . .

= 2—/ U'(jo)H'(jo)u(—jo)de
T J_x

1 [* . . .
= 2 / U(jo)(H'(jo) + H(—jo)u(—jw)dw .
7T J o

On en aduit le Esultat.
e (1)= (3)

De la formule pecédente on dduit le €sultat. En effet s'il en
était autremenT (jw) serait rEgative au moins en un point et donc
dans un voisinage de ce point puisque cette fonction est analytique
Alors en choisissant a transfornee de Laplace support dans ce
voisinage on obtiendrait une contradiction avec I'hyjesty u'y >
0.

e (5=(1)

t

2// QS)<X)
0 , dt
S/tl(XU)<SR U

t2
= / [-X'(AP + PAX + 2X'(C' — PB)u + u'Ru]dt
t
1t2
= / (—X'PX — X'Px + 2x'C'u + U'Ru)dt
t1

t2
= / (2x'C'u+ u'Ruyds — [x'Px]¢

t1

t2
= 2/ y'uds— [x'Px]Z .

t1

Et donc

Os/_m[x’ u’] [g S] [ﬁ]dt:Z/_oo y'udt,

pout toutu a support compact .
e (1)= (5
Soitu* la commande transfant le systime de ax, minimisant

0
/ u’ydt. Le cait optimal assoe ‘est quadratique, positif. Notons

e.¢]
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x'P*x ce cait. |l satisfait 'équation de la programmation dynamique

(—AX, 2P*X) 4+ inf[(=Bu, 2P*x) + (Cx 4+ Du,u)] =0, vx,
u

qui se eécrit

. o —AP*—P*A C — P*B X\
inf( X u )< C-BP (D+D’)/2)<u ) =0, ¥,
etdonc
—AP*—P*A C —P*B >0
Cc - B'P* (D+DY/2 ) ="~
e (4)=(3)
Si T se factorise erFF’ alors le tl®oeme de Parseval nous
donne

< 1 [ . . o .
/ uydt=5/ U'(jo)(H(jo)+ H'(=jo)u(—jw)de

o0 o0

1 /= . .
= 2—/ IF(jo)u(jw)|*de = 0.
T J -
e (2)= (4) (dans le cas mono er&'mono sortie)
H est rationnelle et g€¢rit doncA(s)/B(s) alors:
A(jw)B(—]w) + B(jo) A(—w)
2|B(jw)|? '

Le nunmérateur est un polyare en les puissances pairesalepo-
sitif pour toutw, donc n’a pas de racinesélles simples, et donc se
factorise sous la forme

[ [+ e+ B + o — jB) = K(9K(=9) ,
k

RT(jw)) =

et donc
AS)  A(-s)  K()K(-9)
B(s) B(-=s) B(s)B(-s)

Dans le cas gréral on montrera (5% (4) en gréralisant le
lemme de factorisation applig@ P*.

T(s) = =F(S)F(-9).

O

Ce théoreme est souvent apgdémme positif eel.

Muni de ces caraetisations des sysines positifs on pewrnioncer un
théoEme de stabilé'de systimes nonliraires.
THEOREME 4.4 (Popov). Etant dornle systme dynamique positif (4.1)

commane paru = —G(y), alors quelque soiG telle queu’y < 0 le
syseme boua’est asymptotiquement stable au sens de Lyapounov.
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PREUVE. On dgdmontre ici que la stabibtau sens de Lyapounov. On
utilise le tréoreme de Lyapounov avec la fonction de Lyapoulow x’'P x
ou P satisfait le lemme positife€l

V =x'Px +x'Px,
=X'P(Ax+ Bu) + (uUB" + X' A)Px,
= —XQx+ X (C —Su+Uu(C - 9)x,
—X'Qx — X'Su— U'Sx — URu puisquey'u < 0,
0 (par le lemme positifeél) .
L]

COROLLAIRE 4.5 (Critere du cercle). Dans le cas mono-eetrmono-
sortie, si la fonction de transfeft - K H (s)]/[| +kH(s)] est positive eelle
pourk, I, K, L réels positifsk’ ou k differents de zers/| < K/L réels
positifs alors le sysime nonligaire obtenu par un bouclage noelire

y — u veérifiant(lu 4+ ky)(Lu + Ky) < 0 est asymptotiguement stable au
sens de Lyapounov.

PREUVE. Le syseme entee sortiev — z défini par
v=Ilu+Kky, z=Lu+ Ky,

a pour fonction de transferL[+ KH(s)]/[l + kH(s)] si H désigne la
fonction de transfert — y. D’autre partvz < 0 corresponda (lu +
ky)(Lu + Ky) < 0. On est donc ramenau tieoleme de Popov pour le
Sysemev — z O

REMARQUE 4.6. Il suffit de remarquer que la zone du plan complexe
ou R[(1+ KZ)(1 + kZ)] > 0 est I'exErieur du cercleC de dianetre
(=1/k, —1/K) pour comprendre que le ogitt du cercle dit que “si le
lieu de Nyquist d’un systhe stable en boucle ouverte laisse sur sa gauche
le cercleC, le syseme en boucle fermobtenu par le feedback statique

u = W(y) est stable pourvu que le grapheWesoita I'interieur du secteur
défini paru = —cy,k <c < K.

EXERCICE4.7. On considre un sysgtme dont I'actuateuredlisant physi-
guement la commande peut “saturer” (c.a.d. ne peut ppas$er une va-
leur donree). Ce systime est commarmddar une commande proportionnelle
(dans la zone de non saturation). Il est stable en boucle ouverte. Donnez ur
condition sur le lieu de Nyquist de sa fonction de transfert en boucle ouverte
pour que le systme en boucle ferenfeste stable.

PROPOSITION4.8. Si I'on appelleH (s) &' B'P(s — A)~!'B avecB =
B R Y? |a fonction de transfert du systie optimal A, B, I, Q, R)8, sup-
po¥ commandable, le transfert/(1 + H/2) qui correspond au systie
boucéS = (A— BB'P/2, B, B'P) est positif.

83ysteme(A, B, |) optimisé au sens du cete(Q, R)).
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PREUVE. Lequation de Riccati du prodaie LQ stationnaire et du gain
optimal asso@ s'écrit :
AP+PA-PBR'BP+Q=0 K=R'BP.
On peut don@&ctrire I'équation de Riccati sous la forme
(A—BK/2)P+P(A-BK/2)+Q=0. (4.2)

Le syseme(A — BK/2, B, B'P) = (A — BB'P/2, B, B'P) est positif en
effet A— BK/2 est stable (caP est une fonction de Lyapounov acceptable
gracea (4.2)) et positif puisqu’on peut lui appliquer le lemme pos#ilrén
utilisant P solution de (4.2) pouf = 0. Il suffit alors de remarquer que la
fonction de transfert deA — BK/2, B, B'P) est bienH /(1 + H/2) pour
pouvoir conclure. O

COROLLAIRE 4.9. La nméthode LQ conduiti'des contleurs qui restent
stables pour toute perturbatiemeéntuellement nonlagire modifiant le gain
optimal de faon multiplicative d’un facteur compris entre 1/2-to.

PREUVE. Il suffit d’appliquer le criere du cercle avet = 0, K = 1,
| = 1etk =1/2. O

5. RAPPEL SUR LA STABILITE

Cette expos’s’inspire largement déf]. Nous étudions la stablt des
sysemes dynamiques en temps continu:

x=f(x,t) xeR"t e RT, (5.1)

Aprés avoir rapp@ les principales definitions. Nous donnons troiseces’
de stabili€. Les crieres de Lyapounov, Nyquist et Routh.

5.1. DEFINITIONS DE LA STABILITE

Nous aurons besoin de quatre typesatifits de stabikit” A chacune
de ces notions voisines est attaehine dfinition pEcise. Nous supposons
que f (t,0) = 0 Vt dans tout ce paragraphe.

DEFINITION 5.1 (LS). Nous dirons qu’un syatie dynamique estable au
sens de Lyapoun®si:
Vig,e dn i |IX()ll <n = XM <€ Vt>to. (5.2)
Cette dfinition signifie qu’ “une faible perturbation de la condition ini-
tiale entraine une faible perturbation de la trajectoire”.

DEFINITION 5.2 (LAS). Nous dirons qu’ un sysmie dynamique est
asymptotiquement stable au sens de Lyaposnov

1. le systeme est LS,
2. Vty AR ||X(tp)|| < R= limi_ o X(t) = 0.

La deuxeme condition indigue que le sgshe retourna D.
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DEFINITION 5.3 (ES). Nous dirons qu’'un systie dynamique est expo-

nentiellement stable si

Vto, 3k,c, R > 0:[x(t)| < R= x| < ke *“|x()]l, Vt>71=1.
La condition indique que le systie retourn@ D avec une vitesse expo-

nentielle.

DEFINITION 5.4 (EBSB). Nous dirons qu’un systie entee sortie

y() =8())
est stable au sens eaérborme sortie boreé si
Vig,e, dn: JJu®)| <n, Vt>1t= X1 <€ V>t (5.3)

5.2. METHODE DELYAPOUNOV

Elle consisteatrouver une fonction qui mesure la “distaneg’origine
gue I'on appelle fonction de Lyapounov, quéatoit le long de la trajectoire
du syseme . Cette “distance” doiterifier un certain nombre de proptés.
Pour cela on introduit quelquegfitiitions.

DEFINITION 5.5 (classe K). Une fonctiog de R* dansR* est dite de
classe K, ce qui est n@g € K, si g est continue, strictement croissante
et érifie g(0) = 0.
DEFINITION 5.6. Pour une fonctioN d’un espace normdansR™ etg e
K ondit que:

1. V estdéfinie positivesi g(||x|}) < V(x), etV (0) = 0.

2. V estK-majoréesi V(x) < g(|Ix]).

3. V estradialement non bor@ési g(||x||) < V(x) et limy_ . g(y) =

Q.

Etant donee une fonctiorV (x, t) définie positive, K-majoze, radiale-
ment non boraé deR" x R* — R* on définit:
oV
W(x,t) = (o7 + f.VV) (X, 1).

On aalors: 4V
E(X(t)’ t) = W(X(), ).
Le résultat s€nonce:
THEOREME 5.7 (Lyapounov). AvecW défini par (5.2), pour que le
syseéme (5.1) soit
1. stable au sens de Lyapounov il suffit que:

vx,t W(x,t) <0;

2. asymptotiguement stable au sens de Lyapounov il suffit que:
VX, t WX, t) < =y (x| -
poury € K.
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Dans le cas des syshes liaires stationnaires legbféme de Lyapou-
nov se particularise.
COROLLAIRE 5.8. Siles deux matriceB et Q symétriques @finies posi-
tives \erifient 'équation de Lyapounov:
FP+PF=-Q (5.4)
le syseme::
X = Fx (5.5)

est asymptotiguement stable au sens de Lyapounov.
Inversement si (5.5) est exponentiellement stable alors pour toute ma
trice Q (5.4) a une solution unique.

PREUVE. Pour dEmontrer ce eSultat dans le sens direct on utilise la
fonction de Lyapounov :

V(x) =x'Px,
et puisqueQ est dfinie positive
38 §|Ix]|? < X' QX VX.
En définissant la fonctiow € K pary :y e R* > §y? e R* ona
W) =X (PF + F'P)x,
et donc
W(x) < =X'Qx < =y ([Ix]]) .

Inversement si (5.5) est ES alox¢t) — 0 de fagon exponentielle
lorsquet — oo et donc

P:/ eftQetdt ,
0

existe.
D’autre part,

FP+PF — / (F'eF'QeF! + & 1QeF)dt,  (5.6)
0

/oo d(eF/t QeFt)
—d

0 dt

= -Q. (5.8)

Il nous restea’d@montrer I'unici€ de la solution de (5.4) sous la condition
de stabili€ de (5.5). S'il eretait autrement équation de Sylvestdf'P +

P F = 0 aurait une solution non nulle ce qui ne se produit que lorsque les
spectres dd- et —F’ ont une intersection non nulle (par exemple dans le
casP inversibleF’'P + PF = 0 se eécrit P"'FP = —F’). Cela ne peut
arriver que si le sy@me lirgaire a des valeurs propres de part et d’autre de
I'axe imaginaire et donc si le sy@te est instable. ]

t, (5.7)
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5.3. CRITERE DENYQUIST

Le critere de Nyquist donne une condition de stabjldans le domaine
frequentiel, des sysies lirgaires stationnaires boeslpar uneatroaction
unitaire.

THEOREME 5.9 (Nyquist). Un systmea contre €action unitaire donc de
fonction de transferH /(1 + H) est stable ssi 'image patl (s) (fonction
de transfert du systne direct c.a.d. sans la conteaction) du contour du
demi-plan droit du plan complexe orienflans le sens inverse, Bd@t, en-
toure le point-1, dans le sens direct, un nombre de fgal'au nombre de
pbles instables du syastie direct.

PREUVE. On note:
T(S) — ﬂ
1+ H(s)
la fonction de transfert du sysmne boua. T sera stable ssi elle n'a aucun
p6le dans le demi-plan droit du plan complexe. Or

arg[1+ H(S)]¢c = 27 (P — 2)

ou on dgsigne paiP le nombre de ples de 14+ H dans le demi-plan droit,
et Z le nombre de efos de 1+ Hdans le demi-plan droit.
SiT est stable on a

¢ 0 estégal au nbre deglés dans le demi-plan droit dg

e qui estégal nbre deeros de 1+ H dans le demi-plan droit,

e qui estégal nbre de ples de 1+ H dans le demi-plan droit, moins le
nbre de fois quéd (C) entoure—1 dans le sens direct.

Et donc le nbre de giés deH doit étre égal au nbre de fois quE (C)
entoure—1 dans le sens direct. ]

On en &duit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.10. Si le systme direct est stable, le sgate boud”est
stable ssile lieu de Nyquist c.akl(C) n’entoure pas-1 dans le sens direct.

5.4. QRITERE DEROUTH

Il suffit de savoir éterminer le nombre de racinagartie €elle positive d'un
polynéme pour pouvoir disposer d’un test de stabitit'un syséme liréaire sta-
tionnaire. C’est le crére de Routh.

Avant de donner le crire de Routh nous allons introduire des notions qui ont
un intérét en elle neine et qui servera cemontrer la validié'du criere — l'indice
de Cauchy d’'une fonction, — les suites de Sturm de patyeS. Nous suivons
'expose de Gantamacheb§].

DEFINITION 5.11 (Indice de Cauchy). Lindice de Cauchy d’une fraction ration-
nelle R(s) entrea etb, not |g R(s), est la diférence entre le nombre de sauts de
—o00 a+o0 et le nombre de sauts deco a —oo lorsquex varie dea ab.

PrROPOSITION5.12. SiP(s) estun polylm?nelg(P//P) est le nombre de racines
réelles de P(s) dans l'intervalle (a,b).



114 7. PROPRETES DES FEGULATEURS LQ

PREUVE. -
P'(s ni
©® _ RGS)+ Y ——,
P(s) S-S
ou — R est sans gles €els, —s sont les racines€lles deP avec la multiplici€
ni. Le résultat en dcoule imnediatement. O

DEFINITION 5.13 (Suite de Sturm). Une suite de Sturm dans l'intervall®) est
une suite de polyorhes gelsPi(s), ... , Pn(s) vérifiant

1l.vxe(a,b), Vk>0 P«(s)=0= P 1(8)P(s) <0;

2. Pn(s)#0 Vse (a,b).

EXEMPLE 5.14. 1. Suite desativées successives d’'un potyme.
2. Suite des restes de divisions successives de polga.”

P1 et P, étant deux polyafes premiers entre eux, ogfihit la suite de Sturm par
P, = —restéP,_1, P_») Vi,i >2,i <m.
Cette suite est bien une suite de Sturm puisque
3Qi: R =QiPu—Pi2.
Alors
P41(8) = 0= Pi(9)Pi42(8) = —P3,(8) < 0.
Les polyromesP; et P, étant premiers entre el ; et P2 n’ont pas de racines
communes et donk; (s) P, »(s) < 0.

Le théoeme suivanetablit un lien entre I'indice de Cauchy et le nombre de
changements de signe en un pannote V (s), d’une suite de Sturm.

THEOREME 5.15 (Sturm). Sy, - - -, Py, désigne une suite de Sturm dans l'inter-
valle (a, b) on a:

P
"E(Fi) = V(@) — V().

PREUVE. Pouri > 1, svariant dans l'intervall€a, b) lorsqueP; (s) s’annule,
puisquePy_1(s) Pxr1(S) < 0 le nbre de changements de signe de la suite ne varie
pas.

La variation du nbre de changements de signe ne provient donc que des chat
gements de signe d&,, donc des passages par I'infini &g/ P;.

LorsqueP,/P; passe de-oco a oo cela signifie queP; et P, était d’abord de
signe oppospuis de reime signe il y a donc perte d’'un changement de signe, de
facon analogue il y a gain de changement de signe dans l'autre situation. On el
déduit alors facilement le #oEeme. O

PROPOSITIONS5.16. Si P est un polyarie €el sans racine sur I'axe imaginaire
ar™ P(iw) = (n— 2K ,
ou —n désigne le degrdeP — k le nbre de racines d@ dans le demi-plan droit.
PREUVE. On utilise le tleoeme de cauchy le long du contour de Nyquist
(bord demi-plan droit dans le sens retrograde). On obtient
ard®_ P +args_., P = —27k.
Mais
n

argg_, P =argg_, s = —nz
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d’ou le résultat. O
Etant done’un polyromeP(s) de dege'n
P(s) = aps" + bos" 1+ ags" 2 + bys" 3 4
on c&finit Q et R par
Piw) = Q(w) +iR(w) .
On peut alors utiliser al@P (iw)) = arctanR(w)/Q(w) pour montrer
) T
arg, P(iw) =12 (@)

~S(w)

avec

S(w) = ago" — g2 + - -+,

T(w) = bgo" ! — bjo" 3+ - .-
Pour cela if faut discuter selon la paritien.
On en &duit alors, en utilisant la propostion 5.16, ésultat suivant.

PrROPOSITIONG.17.
o T

S
On peutehoncer le tabreme de Routh.
THEOREME 5.18 (Routh). Le nombre de variations de signeemoté V (co) de
la suite de Sturm
Pr=S P;=T, P=-restdR_1, R),
estégal au nombre de racines Bedans le demi-plan droit, nek

V(o) =K.

n—2k.

PREUVE. On applique le thbeme de Sturna la suite de Sturn® dans l'in-
tervalle(—oo, 00). On a donc

V(—o0) —V(co) =n—2k.

Mais

V(=00) =n—V(c0),
car la suite des degi(P;) est(n, ..., 0) dans le casegulier ai aucun coefficient
de #te ne s'annule. O

On d&finit le tableau de Routh construit sr
DEFINITION 5.19 (Tableau de Routh).

A a1 a

bg by b

C G &

do di do

avec

do
G =8+1 — bivap .
0
bo

d =b; 1—Ci+1— .
i i+ |+CO
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Le tableau de Routh est di#égulierlorsque les coefficients d’indice 0 ne s’annulent
pas au cours de la construction du tableau.

On a alors leeSultat le plus important de ce paragraphe.

COROLLAIRE 5.20 (Criere de Routh). Dans le casgulier, le nombre de chan-
gements de signe de la presrg colonne du tableau de Routh construit sur le
polydmeP estégal au nombre de racines dans le demi-plan droR de

PREUVE. Il suffit de remarquer que les signes de la premicolonne du ta-
bleau de Routh donnent les signes des patyes de la suite de Sturm construite
sur P en oo, puisque — la construction du tableau de Routh revéecalculer
la suite de Sturm (5.18), — les coefficients d’indice O sont les coefficients des
mondmes de plus haut degr” O

EXEMPLE 5.21. 1. Letableau de Routh &&s) = (s—1)% = s3—3s2+3s—1

s'écrit
1 3
-3 -1
8/3
-1

La premere colonne mSente trois changements de signe, ce qui est le
résultat souhagtpuisqueP atrois fois la racine 1 qui est dans le demi-plan

droit.
2. Le tableau de Routh d@(s) = (s + 1) = s3 + 35? + 3s + 1 s’écrit
1 3
3 1
8/3
1

La premere colonne n’a pas de changements de siBnméa pas de racines
dans le demi-plan droit.



CHAPITRE 8
PROBLEMES

1. UNE GESTION DE STOCK
1.1. BENONCE

On consi@re la gestion, en temps discret, d'un stock d’un produit sou-
mis a des demandesealfoires naésy, (indépendantes et deamies lois)
P(dv) out rep@sente la efiode de temps congde.

L ‘etat du stock est netX; il représente respectivement: — la quatit”
en stock siX; > 0, — moins la demande curmad non satisfaite s{; < 0
(appe€edéfaillance d’approvisionnement

Le stock est alimemtpar des commandes du produit faiee®ntuel-
lementa chaque efiode de temps. La quarditommandé faite au dbut
d’une pEriodet est recie avant la fin de cettegpiode. Elle est negU; > 0.

On consi@re deux cafs asso@s au fonctionnement du sgste sur une
période de temps

1. lecait de stockage et deethillancenoté f (x)
(a) lorsquex > 0, f(x) est interpet comme le cof de stockage
de la quanti¢’x,
(b) lorsquex < 0, f (x) estinterpet comme le cof de defaillance
d’approvisionnement de niveatk;
2. le colit de command&oté g(u) (défini suru > 0) est suppacs’
concave croissant nul en 0.

1.1.1. QIESTION1. Formulez le proldme de gestion prddent suil pé-
riodes de temps en terme de commande optimale stochastique.
Définissez la fonction de la programmation dynamique associ”
Donnez léquation ecurrente en temps satisfaite par cette fonction
(équation de la programmation dynamique).

1.1.2. QUESTION 2. On consiére I'équation suivante:

(1+ MV (X) = rurlign{/V(XJr u— v)P(dv) +g(u)} +f(x),

ou X désigne un nombre strictement positif. De quel peoié de contie
stochastique cetequation est elle quation de la programmation dynami-
que?

Expliquez la nethode de gestion du stocledliite de la @5olution de
cette€quation.

117
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Supposonsf et g borrées et que I'on puisse eredlire queV soit
bornée, &montrez que le commande solution de cetfedtion est optimale
(c.a.d. gu’une autreatision conduiraié un cait sugrieur).

1.1.3. QUESTION 3. On se place dans la situation de la premiquestion.
On fait tendre vers I'infini le nombre deepodes de gestiom on aimerait
comprendre le comportement asymptotique de la fonction de la programma
tion dynamique. La solution deduation de la programmation dynamique
admet des solutions de la forme commgT + W(X) pour une certaine
condition finale, o’ est un nombreeaél positif. .« S’interprete comme le
colit moyen par pfiode. On pourra nueroter les pfiodes par des nombres
negatifs. On nurarotera O la dereire Eriode.

Quelle est IEquation que doit satisfaire le cougle, W) ?

Quelle est la condition finale qui convient?

Ce couple est-il dfini de faon unique?

1.1.4. QIESTION4. On consiéte qu’une pfiode de temps a une dah.
wu s'interprete ici comme un aat"par uni€ de temps.
A quel cas particulier de&quation pecddente corresponddiuation:

hu = min{im;[W(x +u—h]—-Wx +1, WX —h) — W(x)} +hx??

Ecrivez I'équation limite lorsqué — 0.

Résolvez explicitement cette deené équation dans la classe déé
continues.

Verifiez que la solutionV correspondante e€t'.

Résumez en une phrase la st@i€ obtenue.

1.2. CORRIGE
1.2.1. QUESTION1.
1. On veut €soudre:
T-1
n&i{n EZ[ f(Xo) +9Uy)],
t=0,.., T-1 t=0

sous les contraintes dynamiques:

Xt+1:Xt+Ut—Vt, t:O,,T—l

2. La fonction de la programmation dynamique esfirdé par :

T-1
V(t.x) = min E{Z[f(xswgws)uxt:x}.

s=t,.., T—1 s=t
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3. L'equation de la programmation dynamiquecsit alors :

V(t,X) = m@{ﬂ [/V(t—i—l,x—i-u—v)P(dv) + f(u)—i—g(x)] ,

V(T,Xx) =

1.2.2. QUESTION 2.

1. L'equation:
1+ M)V = rurlign{/V(x +u—v)Pdv) + g(u)} + f(x),

est I'équation de la programmation dynamique du peole 'de com-
mande stochastique en horizon infini aveatcactualig suivant :

. > 1
e E;W[on + U]

sous les contraintes dynamiques:
Xiy1 = Xe+ U =V, t=0,--- ,00.

2. La méthode de gestion consiste en:
e la résolution de KEquation de la programmation dynamique
précédente qui nous donne le wWodptimal V et la straggie
de cEcision markovienne:

S:X—u eargmion[/V(x—i-u—v)P(dv)—i—g(u)] ,

e l'utilisation de la stra¢gie optimale en commandamithaque
période la quant@s(X;) si le stocka I'instantt estX;.

3. Pour montrer que cette stegié est optimale on consE une autre
straggieZ; , ne dEpendant que du paseXs)s<; des observations (ici
I"etat du systme). Etudions alors,dVolution de ¥(1 + 1)'V (X#)
ou V est la solution de Eguation de la programmation dynamique
et X# désigne la niveau de stock en supposant que lesystvolue
avec la politiqueZz. On a:

Z z z
E {WV(XI+1) - mv(xt ) | XS ,S < t}
T 1+ A)t+1 [/ (X{ + Zi — v)P(dv) — WV(XIZ)]
= W[Q(Zt) + f(XP)] .

grace successivemeat la dfinition de I'esgrance conditionnelle
puisa I'equation satisfaite par.
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1.2.3.

1.2.4.

8. PROBEMES

En sommant sur allant de 0a'I'infini ces inégalig€s et en utili-
sant le fait quéeV/ est borme et en prenant I'espance due&sultat on
obtient:

e.¢]

1
V) = E{Z W[HXS +9(Z)] | XE = x} .

t=0

Le méme raisonnement montre quedalig est atteinte pour la stra-
tégie optimale.

QUESTION 3.

. On substitueV (t, x) par —uT + W(x) dans léquation de la pro-

grammation dynamique de la question 1, on obtient :
uw+W(X) = TJE‘[/W(X +u—v)Pdv) +gw]+ f(x).

En prenant pour condition final (0, x) = W(x) on \érifie par
récurrence arere que—uT + W(X) est solution.

. W est dfiniea une constante ps, en effet sW est solutionW + K,

ou k est une constante quelconque, est encore une solution.

QUESTION 4.

. L'equation correspond au cas particulier:

e P(dv) = §, oudy désigne la masse de Dirac kn
e f(X) =hx?

e g(u)=0siu#0,g(u)=1siu=0;

e Oon aégalement charmy: enhy.

. L'equation limite est:

0= min{im;W(x +u) — W) + 1, =W (X) + x> — ,u} .
u>

. La solution comporte deuxegions. Dans la premie E€gion

I"equation
W X)+x2—pu=0,

est satisfaite\(V étant &fini au moinsa'une constante ps'on impose
W(0) = 0). On admet que cettegion est connexe. On a alors dans
cette zone:

W(X) = x3/3 — ux .

w etant positif cette fonction admet un minimum locaben= /2
(la valeur du minimunmefantm = —(2/3)u¥?). Alors il y a trois
possibiligs

e 2m| < 1 il n’existe pas de solutions continues;
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e 2im| = 1 alors

Im| pourx < s= —u'/?,

W) = { x3/3 — px ailleurs,

est continue et convient donc;
e 2|m| > 1 alors les candidats possibles sont

Im| pourx <s,

W(X) = { X3/3_ X ailleurs,

avecs < S a déterminer. Mais il y a toujours une zonel 0"
I'equation n’est pas satisfaite et donc ces candidats ne convien
nent pas.
Dans le seul cas possible, c.a.d le deuxieme cast dstermirée par
I"equation: —2m = 1 et doncu = (3/4)%3.

4. Le raccord entre les deux zones a lieu sur le maximum local de
x3/3 — ux. Puisque avant ce maximum la fonction est constante le
raccord est bieg?.

5. On a ainsi obtenu une politigs, S). Lorsque le stock descend en
dessous de on commande de fatc a se ramenea S.

2. MAINTENANCE D’'UNE AUTOMOBILE
2.1. BENONCE

2.1.1. NTRODUCTION. On consiére la maintenance, en temps discret,
d’'une automobile dont &tat de fonctionnement est modelizar une chae
de Markova états en nombre fini. Dans une premd partie onefudie
I’evolution de IEtat pour une politique de maintenance demnDans une
deuxéme partie on optimise la politique de maintenance.

On modElise I'évolution de |Etat de notre automobile par une aeade
Markov. Chaqueetat repesente le niveau deedradation. L&tat de fonc-
tionnement parfait est net0. L'état dépave inutilisable est netE. Les
états interrediaires sont regseng’s par un entier compris entre OetLa
probabilig de passer dedtatx a l'etatx + 1 pourx = 0,1,--- ,E — 1
est suppost étre indEpendante d& et égalea A que I'on appelle taux de
dégradation. Les transitions vers les auteésts sont consatées comme
impossibles.

Une politique de maintenance consisteEcider des instantsuol’on
va chez le garagiste. Oredide d’'un niveau deeadjradation inacceptable
qui lorgu’il est atteint entraine laeparation. On suppose gu’'@&srchaque
réparation (qui est instantaa) la voiture revient dansdtat de fonctionne-
ment parfait. On saute donc detiat qui pecdde I'état inacceptabla letat
neuf avec la probabilA.

Dans la prenere partie on conséte la politique de maintenancel o°
I''etat inacceptable esteffat dépave. On utilise la voiture sans aller chez
le garagiste jusqa ce qu’elle soit devenue urepave €tat E que I'on
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supposeefre capable d’observer). On remplace alors la voiture instantan”
ment et on recommence avec cette demi Suppose avoir le nee taux
de ddgradation que la voiture pedente. On qualifie de n& cette poli-
tique de maintenance. Dans la deaié partie on aeliore cette politique
en allantéventuellement plustthez le garagiste.

On consiere les cafs suivants:

1. un cait ¢, assoa® au mauvais fonctionnement de la voiture; d”
pendant de son niveau degtadatiorx, que I'on paie tous les jours;

2. un cait de Eparatiork, qui est la somme d’un ed fixe et d'un cait
dépendant du niveau deegradation du ehicule (ce caf est pag’
chaque fois que I'on a recours au service d’'un garagiste; lorsqu’on
va chez le garagiste oreglige le cat de mauvais fonctionnement
du véhicule devant celui deeparation).

2.1.2. E'UDE DE LA CHAINE DE MARKOV ASSOCIEE A LA POLITIQUE
NAIVE.

1. Donnez la matrice de transition de la otede Markov re@$entant
I'evolution de IBtat la voiture sans politique de maintenance puis
avec la politigue de maintenanceivia”On appelleM cette derre-
re matrice. Dans la suite de ce paragraphe on est toujours dans cet
situation.

2. Calculez explicitement la probabdip] d'&tre dans Etatx a l'ins-
tantn. A l'instant O la voiture est suppes’neuve donc danstat 0
avec une probabiktl.

3. Montrez quep" converge vers une unique mesuredliilibre que
I'on déterminera.

4. Déduisez des questionsgpédentes la formule:

1/E = lim Z CékE+I))LkE+I(1_A)n—kE—I
k

n— 00 =
[n—I/E]

pourl =0,1,--- ,E—10ouCl désigne le nombre de combinaisons
del éléments parmin et [a] la partie entere dea.

2.1.3. QPTIMISATION DE LA POLITIQUE DE MAINTENANCE.

1. Formulez en terme de commande optimale stochastique leeprobl”
me d’entretien optimal dans le cas d’un horizon infini avec un taux
d’actualisationu.

2. Donnez explicitement (le syshe deéquations scalaires)dtjuation
de la programmation dynamigagésoudre permettant de calculer la
politique d’entretien optimale.

3. Donnez un algorithme desolution de ce sysme dEquations.

4. Dans le cas, = X, kk = mramenez lagsolution de Equation de
la programmation dynamiqueeun probéme d’optimisation scalaire
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(a expliciter) dans lequel le paratnéa optimiser est etat de @-
gradation au dessus duquel on va chez le garagiste.
5. Etudiez I'asymptotiquge — 0.

2.2. CORRIGE
2.2.1. E'UDE DE LA CHAINE DE MARKOV ASSOCEE A LA POLITIQUE
NAIVE.
1. La matrice de transition de la ana"de Markov re@Sentant Evolu-

tion de I'automobile sans politique de maintenance est la matrice
(E+1) x (E+1) suivante:

1-A A 0 .
0 1-2 A 0

0 . 0O 1—-x x
0 . . 0 1

La matrice de transition de la cim& de Markov regSentant Evolu-
tion de l'automobile lorsque la politique de maintenance/@ast
utilisé est la matric&e x E:

1-A A 0

2. NotantP la matrice assoega la permutation
0—-1—-2—.---(E-1 — 0,

c.a.d.
010 -
0010
P=1 . - - - -1,
O .- - 01
10.- -0
ona:

M=(1-21I+ AP,
ou | désigne lidenti€. En utilisant IEquation de Fokker-Planck on
on obtient:
pn —sM"
ou:
§=(10 - 0).
En utilisant alors la commutatitiatel et P on obtient:

n
= [Z CK(1— A)“—kxkpk}
k=0

0x
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En utilisant la propefé P¥, = 1 six = k moduloE, P¥ = 0 sinon,

on obtient
[(n_XX):/E] k k k
—KkE—x E-+Xx
Pl = CHERO (1 — )" AKE+X
k=0

3. Les valeurs propres de la matrigesont

en utilisant les propeités spectrales des matrices de permutation. La
matrice M est diagonalisable et admet la valeur propre 1 avec la mul-
tiplicite 1. Les autres valeurs propres ont des modules strictemen
inferieursa 1. On voit, en se plant dans la base propre, Q&
converge vers le projecteur spectral sur le vecteur propre assti’

valeur propre 1. Or ce vecteur propre st ( 1/E --- 1/E )
p" converge donc vers l'unique mesure de probabilififiantg =
gM c.a.d.p.

4. Enfaisank = | dans la formule donnant explicitemepi} le résultat
de convergence de la questiore@dente donne pci€ment la for-
mule cherckeé.

2.2.2. CPTIMISATION DE LA POLITIQUE DE MAINTENANCE.

1. La commande peut prendre deux valeuss= 0 signifie pas d’en-
tretien,u = 1 signifie un entretien. La matrice de transition de la
chahe de Markov contr@é X, est alors

1—A4+ur (1—ur 0

ui 1-» @A-wxr O

MY = . . . . .
ui 0 : 1—2 (1—ua
A 0 : 0 1—A

Notantdy = ky siu = 1 et 0 sinon, on veuesoudre

mlnEZ n )|+1( X, + AR .

2. Pour Esoudre ce probme on introduit la fonction de la programma-
tion dynamique

. = 1 U
vx = MIinE —.[cn—i-d"] Xo=X¢.
v {;(1+M)'+1 o Ga] 120 }
v vérifie I'equation de la programmation dynamique
O= min[(MY— A+ w))v+d']+c.
ue{0,1}

Explicitant cetteequation de la programmation dynamique, on ob-
tient:

(A.+/¢L)UX = mln{A.Ux+1+Cx,A.U0+kx}, VX = O, ttt E _2.
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(A + w)ve—1 = rvg + Ke_1 .

3. On peut esoudre ce sysie dEquations non lieaires par I'algo-
rithme de Howard qui consiste faire I'itération suivante: partant
du feedbacks, fixant pour chaquetat la dcision d’entretien, on
amgéliore la straggie (au sens de la diminution duut@ optimiser)
en Bsolvant, dans un premier temps, pour tout 0, --- , E — 2:

(A 4+ w)wyx = Awyy1 +Cx, SISk =0,
(A + w)wyx = Awo + Ky, Sisg =1,

(A + pw)we_1 = Awo + Ke_1,
puis en calculant une nouvelle s&gté en esolvant

min{)\,wX+1 + Cy, )\.wo + kx} .

L'application quia chaquex donne la commandesalisant le mini-
mum d&finit la nouvelle stragie.

4. Par la physique du prodaiie il est clair que la stragiie optimale
prend la valeur 1 au dessus d’un niveau dgrddation | et O en des-
sous. Pour une telle stagie on peuevaluer le caf moyen actualis”
en Bsolvant [IEquation de Kolmogorov sur la zona on n’entretient
pas

(A + vy = Avgpr + X, VX < |,
(A+ vy = Avg+m.
Ce systme sElimine facilement pour se ramengiuheequation li-
néaire
v = vop* — ®(K) /A,

avec
p=G+n/r,
et
-1 '
o) =) ip ",
i=1
etdonc
U I(D)
0
Vg = T 1.
AP = 32)

Il reste alorsa optimiser cette fonction depar rapporial (qui pa-
ramétrise la straggie) pour avoiresolu notre proleme.

5. Lorsquew tend vers 0p'+1 — 1 se comporte comme — 1)(1 +1) et
¢ () comme (l —1)/2. En approximanit— 1 etl +1 parl on obtient
la formule simpliféel ~ v/2m.
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3. TRANSPORT

On consi@re un proldime de gestion de voitures de location. On sup-
pose disposer de deux parkings dans lesquels les voitures peztvent ~
louées et laissés apes usage. Le cordlé s’exerce uniquement par des
transports de voitures d’'un parkirggl’autre. Onetudie un systme dans
une version exegmement simplige. Certaines parties de I'analyse prams’
ci dessous €fendent des situations plus compliges. Les proleimes de
transport, un peuedliste, restent &s souvent des praities ouverts.

3.1. ENONCE

3.1.1. DEPLACEMENTS ALEATOIRES. On dispose au total dd voitures.

On consi@re dans cette presme partie legvolutions atatoires, dues aux
seuls usagers, des nombres de voitures de chacuns des parkingss appe
A et B. Pouretudier ces dplacements on disetise le temps. On suppose
gue le pas de disetisation en temps est tel qu’au plus une voiture puisse
étre dplace par un usager en uetape de temps. On appelie> 0 la
probabilig qu’une voiture ait le temps elfe Eplace de A vers B, en une
etape de temps, si le nombre de voituresfde'est pas nul. La quanéti

est supposé indpendante du nombre de voituresAlé. Si le nombre de
voitures de A est nul, la probab#éid’'un dplacement de A vers B est 0. De
méme on introduit la probabikty > 0 d’'un dplacement de B vers A. On
ap +v < 1. On appelleXy le nombre de voitures dansa\l'instantk.

1. Donnez la matrice de transitioM{ de la chaie de MarkovXy.

2. Soitx le nombre de voitures dansal’instant 0, donnez &guation
vérifiée par les probabils deXy = y,0 <y < N, k > 0, vues
comme une fonction de et dey.

3. Montrez que Xy admet une seule mesure invariante. Donnez
I"equation satisfaite par cette mesure invariante. Calculez explicite-
ment cette mesure invariafte

3.1.2. TRANSPORTS On suppose maintenant que les voitures ne puis-
sent plusetre dplaces atatoirement mais qu’elles soient seulement trans-
portées par les responsables de la gestion des parkings. A chtapeede
temps on doit dcider de transporter une voiture de A vers B (celatea)

ou de B vers A (cela agé b) ou de ne pas transporter (celaut®0). On
veut transporter les voitures au moindreicddn appelleX la population

de Aal'instantk.

1. Donnez la matrice des gts transition C) de la chaie de Bellman
Xk.

2. Soitx le nombre de voitures dansa@l’instant 0, donnez &guation
vérifiee par les catsS minimaux de transport pour qug =y, 0 <
y < N, k > 0, vus comme une fonction deet dey.

10n sait traiter le caswo et dépend du nombre de voitures de
2Le méme probtime este&Solublesgalement poun parkings.
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3. Donnez I'expression, en fonction @& du cait minimal des trans-
ports, effectes en un nombre arbitraireatdpes, faisant passer le
nombre de voitures de A de a y. Calculez explicitement ce ab”
par des calculs dans I'atpre min-plus. Comparez lesiltata celui
obtenu gatea la stra¢gie optimale triviale que I'on pciserd.

3.1.3. DEPLACEMENTS ALEATOIRES ET TRANSPORTS On suppose
maintenant que chaquepdde de temps soitedomposé en deux parties
dans la pren@re partie on transporte les voitures dans la deuagi partie les
voitures sont dplaces de fagn aBatoire. Le transport et leeglacement se
font selon les protocoles indiga’aux sections peédentes.

1. On aimerait transporter les voitures dedia@ ce que la variable
aléatoire donnant le nombre de voitures dans A soit aussi coeeentr”
gue possible (enegime stationnaire) autour d’'une valeur deay,

0 < y < N. Quelle politique stationnaire peut-on utiliser? Quel est
le support de la mesure invariante de laioeade Markov correspon-
dantea cette politique?

2. Pour obtenir ceasultat qualitatif, on peutesoudre le proleime de
commande stochastique sur un horizon infini avec actualisatiet)
avec, en plus du ad de transport, un et ’sur I'état X, égala 0 pour
Xk =y—1vy,y+ 1etun catégalaq, grand, ailleurs. Explicitez
I"equation de la programmation dynamique correspondante. On e
donnera dans I'akgpre ordinaire etgalement sous forme matricielle
en utilisant I'alggbre min-plus. Donnez un algorithme desolution
de ce systme dgquations.

3.2. CORRIGE

3.2.1. DEPLACEMENTS ALEATOIRES.
1. La matrice de transitior) de la chaie de MarkovXy est:

1—v % 0 . 0
w l1—v—p v . 0
M = ) ) ) ) .
0 . w l—v—pu v
0 . 0 7 1—n

2. Sil'on pf la probabilig deXx = y ona
pk-i-l:pkMa p0:(05"'5051505"'5o)

ou le 1 est en positior + 1.

3. X admet une seule mesure invariante car le graphe asaddia
une seule composante fortement connexe puigque 0 etv > O.
L equation satisfaite par cette mesure invariantepest pM. Pour
calculerp il faut donc €soudre lagcurrence liraire du second ordre

MUPxs1 + VPx—1= (L +V)Px,

3Le cas den parkings est moins trivial.
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3.2.2.

3.2.3.

8. PROBEMES

MP1= Vo
VPN—1 = UPN .
La solution de cetteedurrence est :

P = (/WL —v/w) /1 — /.

TRANSPORTS
. La matrice des adSs transition C) de la chaie de BellmanXy est
donrée par:
0O b 400 - 4o
a 0 b - 4
C = . . . .
400 - a o0

b
400 - 400 a 0

. Silon v{j les caits optimaux pour qu&, = y on a

Uk+1:Uk®C, U0:(+OO,"',+O0,0,+OO,"',+OO)
ou le 0 est en positior + 1.

. L'expression, en fonction d&, du cait minimal de transport en un

nombre arbitraire aitapes, faisant passer le nombre de voitures A de
x ay est done’parC;, avec

C*=E@Ca@C’q.---CN.
ou E est la matrice diagonale ayant des 0 sur la diagonale etdes
ailleurs. Le calcul d€* se fait facilement on obtient :
0O b K . DbV
a 0 b . pN?
C* = . e .
aNvt . a 0 b
aN . a2 a 0
Supposons que > Yy le coefficientC;, = a*™¥ dans I'algebre min-
plus soita(x—Yy) dans I'alggbre ordinaire qui correspond bien awto”
de transport des — y voitures en trop de A. La politique optimale
consistant dans ce cas, biam,& transporter ua Uunx — y voitures
de A vers B puis de ne plus rien transporter. Tout autre politique
nécessitera plus de transports. Tout transport ayant uhmusitif.
Une autre politique ne peut pasé optimale.

DEPLACEMENT ALEATOIRES ET TRANSPORTS

. On peut utiliser la politique consistaattransporter une voiture de

A vers B s que IEtat est sugrieuray, ne rien transporter sidtat
vauty, transporter de B vers A sidtat est inérieura y. La chahe

de Markov admet alors une seule classe finale donétats sont

{y —1,y,y+ 1}. Son unique mesure invariante a pour support cette
classe finale.
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2. Considrons la matriceD ayant pour coefficienDyy = 0 six =
y—1y,y+ 1toutx’ etq ailleurs. A partir deC et deD formons
la matriceC’ dont les coefficients sont obtenus en faisant la somme
termea terme desléments d€ et deD. On remarque que la matrice
C’ est tridiagonale au sens de I'algye min-plus. l&quation de la
programmation dynamique actuaessgcrit alors simplement

vX (1+a)=C' ® (Mv) .

Lopérateur x signifie ici la multiplication habituelle au sens de
I'algebre ordinaire.

On peutecrire cetteequation de faan classique au prix de beau-
coup plus de lourdeur:

1+ a)vy = minfa+ pvx_o + (1 — p — v)vg_1 + vy, (3.1

Uux_1+ (L— o — v)vg + vy, (3.2

b+ pvg + (1 —  — v)vgy1 + vuge} + Cx (3.3)

pour toutx, 0 < x < N.oucy, =0six =y—1y,y+1etq
ailleurs.

On peut Esoudre cetteduation par I'algorithme de Howard.

4. GESTION DE RESERVOIR

On consi@re la gestion d’'un barrage destia produire de Electricii.

On étudie d’abord Evolution de |Etat pour une commande nepEndant
pas de [Etat du barrage. Dans une deamxié partie on optimise la politiqgue
de gestion dua$ervoir de faona maximiser IEnergie produite. On se place
dans une situation simpleiales calculs explicites peuvegtté effectes.

On modElise I'évolution du stock d’eau dans le barrage par unengha”
de Markov. Chaqueetat repesente un niveau d’eau. On E& niveaux:
{0,1,---, E — 1}. La probabilig de passer dedtatx a I'etatx + 1 pour
x=0,1,---,E — 2est suppaeétre indEpendante de etégalea p. Elle
correspondala probabili€ d’'un apport d’eau. Lorsque le stock est plein
(X = E — 1) un tel apport condué un cgbordement et éfat rest@a E — 1.

La probabili€ de passer dedtatx ax — 1 vautuavecO <u <1-—p

et sera consiglfée comme une commandeoptimiser dans la deuxie
partie. Ce type de transitions correspond aux situations de turbinage du ba
rage. Lorsque le barrage est vide on ne peut plus turbiner (u=0). La guantit
d’energie produite chaque efiode de temps vawtu si le niveau d’eau
estx et le turbinagas. On veut maximiser Bhergie produite sachant que
lorsque le stock est plein on risque debadtrder et lorsque ce stock est vide
on perd de Energie potentielle.

4.1. ENONCE

4.1.1. BEUDE DE LA CHAINE DE MARKOV POUR UNE STRATEGIE
CONSTANTE On suppose ici que la stegfie de gestion est constante en
temps etindpendante du niveau d’egli= u, Vx, n ot n désigne le temps.
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1.

o 01

O

10.
11.
12.
4.1.2.
. Formulez en termes de commande optimale stochastique leprebl”

8. PROBEMES

Donnez la matrice de transition de la cl&ade Markov re@Sentant
I’evolution du stock d’eau pour cette politique. On appelMraette
matrice.

. Donnez l[Equation satisfaite par la loi margingd@ pour que le stock

soit au niveaw a l'instantn. On supposera doee une loi initiale
0
p°.

. Lorsquen augmente on suppose que cette loi marginale se station-

narise. On appell@ cette loi de probabilé’en Egime stationnaire.
Quelleéquation satisfait elle?

. Montrez qu’il y a unici€ de ce egime stationnaire. On s’aidera de la

section "base diW'(A')” du chapitre 1 du polycopi.

. Discutez du support de cette mesure invariante en fonction de
. En cherchantp, sous la formep, = Cpg* (avecC et g deux

constantes positives), dans le aas> 0, on donnera une formule
explicite pourp.

. Etant donme"un taux d’actualisation, donnez IEquation satisfaite

par:
ve=E{_1/1+1)"X"U" X0 = x),
0

ou X" désigne |Etat de la chaie de Markov etJ" sa commanda °
I'instantn.

. Montrez quew” reste bore’lorsquei tend vers 0.
. On fait un @&veloppement de* sous la forme /A +w®+Awl+- - -.

Donnez un sysime déquations caraetisantv.
En ddduire quev est un vecteur constant.
Quelle est I'interptation probabiliste de?
Calculez explicitement.

QPTIMISATION DE LA POLITIQUE DE GESTION

de gestion optimale dans le cas d’un horizon infini avec un taux d’ac-
tualisationa.

. Explicitez I'équation de la programmation dynamique correspon-

dante?

. Montrez que la stratjie est du type bang-bang. On supposera, dans

la suite du proldime, avoir émonte qu’en dessous d’un certain
stocka on ne turbine pas et qu’au dessus de ce seuil on turbine at
maximumu =1 — p.

. On fait tendrea” nouveaui vers 0O et on faita’ nouveau un

développement em. de la fonction valeur. Donnez dtuation
définissant le premier terme deEloppement de la fonction de la
programmation dynamique.

. Dans le caswon a une contrainte de turbinage minimun> y,

poury > 0) est impoeg, indiquez une fan de calculer le seuit
déterminant la stragjie optimale.
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4.2. CORRIGE

4.2.1. EFUDE DE LA CHAINE DE MARKOV POUR UNE STRATEGIE
CONSTANTE.

1. La matrice de transition de la ana” de Markov re@$entant

I’evolution du stock d’eau pour la politique constante est:

1-p 0 0 . 0
u 1—-p—u p . 0
M = i ) ) ) )
0 ul—p—u p
0 0 u 1-u

. L'equation satisfaite par la loi margingd@ pour que le stock soit au
niveaux a l'instantn est donee par:

pn+1 — pnM .

. Lorsquen augmente on cette loi marginale se stationnarisepsur
satisfaisant:

p=pM.

. Ily aunicit de ce egime stationnaire car la cim& de Markov admet
une seule classe finale quel que soites queo > o.
. On suppose > o.
Siu > 0 le support dep est I'espace tout entier.
Siu = 0 le support dep est I'étatE — 1.
. En cherchanp, sous la formep, = CB* on voit que:
B=p/u.

et donc:

C=(p/u=1/((p/WF-1).

. L'equation satisfaite par. est I'équation de Kolmogorov agfe:
(L4 M)vp = (Mot + xu, VX .

. Le fait querv” reste bore’lorsquer tend vers 0 provient de la bor-
nitude dexu et de:

> /A4 "t =1.

. En identifiant les termes en et en conservant les deux premiers
termes on obtient le syatie déquations:

v=Mv,

Vx + wg = (Mwo)x+XU,
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10.

11.

12.

4.2.2.

8. PROBEMES

qui caractrise compmtementv. En effet la premere équation im-
pligue quev est dans le noyau del — | dont on sait qu’il est de
dimension 1. La deurimeéquation multipi€ea gauche pap im-
plique pv = u)_, Xp qui détermine comm@tement.

Puisquer est dans le noyau del — | et que)_,, Myy = 1, v un
vecteur constant. On appellera encota constante correspondante
Puisquer = ), xup;, v s'interpete comme la moyenne duwcu
sens de la mesure invariane

Le calcul explicite dev revient a calculer la moyenne d'une loi
géonsBtrique trongee. Notons:

sBy= Y B

x=0,E—1
On a:
BS(B) = > xB*.
0,E-1
On en @&duit:

v=UpS(B)/S(B) ,
avecp = p/uetS(B) = (B5 —1)/(B— D).

QPTIMISATION DE LA POLITIQUE DE GESTION
. Le probeEme de commande optimale stochastigeerst’
A n+1ly/npn 0
= max E 1/(1+ A XU XY =X},
V= e max {§ /(L+ ) | )

ou X" est la chaie de Markov de matrice de transitibft' = M.

. L'equation de la programmation dynamique correspondaetets’

(L+2)v = max (MYv*)x +Xu,V¥x.
O<u<l—p

. La stra€gie est du type bang-bang puisque

(MYv")y + Xxu
est lindaire eru pour toutx.

. L'equation eéfinissant le premier terme duewloppement de

la fonction de la programmation dynamique s’obtient comme
précddemment en conservant les deux premiers termes du
développement:
v= max M"Yv,
O<u<l—p

Vx + w)? = mg')((Mqu)X + Xu) ’ VX ’
ueUy
ou U* désigne I'ensemble des réalisant le minimum dans la

premireéquation. La prengreéquation implique que est un vec-
teur constant et que
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(la premere équation indique seulement queest constant et ne
donne pas d’information sur). Ces 2equations peuvent donc se
réécrire en une seule: rechercher la constardgew tels que

V4 wy = 0<T<6})—(p((Muw)x + XU) , VX .

5. Dans le caswon a une contrainte de turbinage minimunx* y,
pour y > 0) est impoeé on pourra utiliser I'algorithme de Ho-
ward ou calculer explicitement la mesure invariante en utilisant le
caracere bang-bang de la stegfie.

5. JEUX DE PILE OU FACE

On consi@re le jeu de pile ou face dans le cas lwoie joueur s'amfe
lorsqu’il a perdu une somme doaed I'avance ou lorsqu’il a obtenu un gain
donrg. Aprés quelques calculs sur ce prefie. On erifie gu’une politique
d’arrét optimal du jeu avant sa fin normale ne condwaticune aelioration
de la moyenne des gains. @tudie I'influence d’un biais dans le tirage
sur I'esgrance de gain. On estime le biais. @saUt le prol@me d’aret
optimal en observation incomgte dans le caswle biais n’est pas connu
mais doitetre estine’pendant le jeu.

5.1. BENONCE

5.1.1. EFUDE DE LA CHAINE DE MARKOV ASSOCIE AU JEU DE PILE OU
FACE. On consi@re une pce ayant la probabiétp de tomber sur face.
On fait des tirages irgpendants de la@te. On commence le jeu avec une
sommex,. Lorsque la péce tombe sur face on gagne 1. Lorsque &@i’
tombe sur pile on perd 1. Lorsque la fortune du joueur a atteint B on
n'a plus le droit de jouer. La fortune reste danta'valeur atteinte pendant
lesétapes suivantes.

1. Donnez la matrice de transition de la ot&de Markov re@$entant
I’evolution de la fortune du joueur. On appelléfacette matrice.

2. Donnez IEquation satisfaite par la loi margingh@ pour que la for-
tune soit au niveay a l'instantn.

3. Decrivez les classes finales et transitoires de cetteelig Markov.

4. Explicitez les mesures de probalgitinvariantes extérhales de cette
chahe (voir le paragraphe base di(A') du chapitre 1 du poly-
copié).

5. On s’'inBresse aux probabiis’ de gagner (terminer eR) et de
perdre terminer en 0. Donner leguations permettant de calculer
ces probabilis (voir le paragraphe base d((A) du chapitre 1 du
polycopi).

6. Calculer explicitement les probabég de gagner et de perdre dans le
casp =1/2.



134 8. PROBEMES

7. Calculez explicitement le projecteur spectral sur 'espace propre as
SOcCE a la valeur propre 1 de la matridé c.a.d. la matriceP sto-

chastique satisfaisant

PM=MP =P = P?

dansle cap = 1/2.
8. En dEduire I'esgrance matbmatique de gain du joueur dans le cas

5.1.2. MARTINGALES. Les joueurs ont toujour®vé de trouver la bonne
"martingale” leur permettant de gagner de I'argerdaga une proedure
d’arrét astucieuse. On se propose d’optimiser la edocé d’'aret du jeu
(suppose restreinte ica ‘des temps de sortie d’ensembletdts). On se
place dans le cap = 1/2. A chaque instant on a donc maintenant la pos-
sibilite de s’areter ou de continuer &tision qu’il faut optimiser). Si on
s’arréte on conserve la fortune dont on dispaseet instant.

1. Formulez le proldme commande optimale stochastique correspon-

dant.
2. Explicitez I'equation de la programmation dynamique correspon-

dante.
3. Calculez la solution dedquation de la programmation dynamique

correspondante.
4. En ddduire qu’il n'y a pas de pradure d'aret permettant

d’améliorer les gains.

5.1.3. $NSIBILITE AU BIAIS. On suppose que lagie a un biaip =
(1 + €)/2. On est dans la situation du paragraphe 2 (on n’optimise pas
I'instant d’arrét).
1. Donnez [l'equation de Kolmogorov permettant de calculer
I'espérance matbrmatique du gain.

2. Calculez la solution de cetézjtation.
3. Calculez la sensibiitautour dee = 0 de I'esgrance de gain c.a.d.

la dérivée par rappor ¢ de I'esgrance de gain.

5.1.4. BAIsS INCONNU. On consi@re la nouvelle version du jeu de pile
ou face suivant. On prend unespe dont on ne connait pgspuis on joue
en optimisant I'aret.
1. Donnez I'estimateur du maximum de vraisemblance.de
2. Donnez [Equation de la programmation dynamique du peoi®'en
observation incomelte correspondant en supposant que I'estimateur
du maximum de vraisemblance egfala I'espsrance conditionnelle
de p connaissant le passies observations.
3. Montrez que la politique optimale d’'&tri’est plus triviale.
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5.2. CORRIGE

5.2.1. EFTUDE DE LA CHAINE DE MARKOV ASSOCIE AU JEU DE PILE OU
FACE.

1.
1 0 0 0
1-p O p 0
M = ) ) . .o
0 1-p O p
0 0 01
2.
pn:pn—lM,

©=(0.-010-0),

ou le 1 est en positioro.
3. lly a2 classes finales::

f, = {0},
fo = {F},
et 1 classe transitoire :
t={1,---,F —1}.

4. Ily a 2 mesures de probabdi’invariantes exaérhales :
q1 = ( 1 0 -0 ),
°=(0 - 0 1).

5. La probabili€s de gagner (terminer ér) est solution de :
Ax?=0surt, x0=0, 2 =1
La probabilig de perdre (terminer en 0) est solution de:

Axt=0surt, xg=1, xt =0.

6. Danslecap =1/20ona:
xe = X/F,
Xt =1-x/F.
7. Le projecteur spectral sur I'espace propre agsada valeur propre
1 de la matriceM vaut:
P :X1®q1+x2®q2‘
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5.2.2.

5.2.3.

8. PROBEMES
Danslecap =1/20na:

1 0-0 0

1-1)F 0 - 0 1/F

P — . S .

1/F 0 - 0 1-1/F
o 0-0 1

. Lespérance matbmatique de gain du joueur dans le qgas= 1/2

est:
F Xfo = Xo.

MARTINGALES.

. SoitBC E={0,1,---, F} on doit Esoudre:

v = MaxE(Xyg | Xo = X),

ou vg désigne le temps de sortie de et X,, la chahe de Markov
décrivant I'évolution de la fortune du joueur.

. L'equation de la programmation dynamique correspondaetets’

vy = max{x, [Mv]«}, VX € E.

. La solution de cetteduation est:

UX:X.

. Il est donc indif€rent de s’aefer ou de continuer puisque le max est

atteint simultaement pax et Mv.

SNSIBILITE AU BIAIS.

. Lequation de Kolmogorov donnant I'esgince matérmatique du

gain est:
v=Mvsurt, vu=0, vp, =F.

. Cettegquation vectorielle s’explicite congiEment:

Ux = 1/2[vx41 + vxe1 + € (vxq1 — vx—1)] surt.
etdonc en posant = (1 —¢)/(1+¢€)on a:
1—a*

—F—%
X 1—af

. Le dBveloppement asymptotigae2'I'ordre est:

vx = X + eX(F — X) + 0(¢).
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5.2.4. BAIS INCONNU.

1. Lestimateur du maximum de vraisemblance pleest obtenu en
maximisant par rapporp la vraisemblance&) p¥(1 — p)"¥ avec
y le nombre de fois o face aeté obtenu dans un tirage de longueur
n dans lequel 0 ol n'ont paseté atteint. On obtienp = y/n.

2. L'equation de la programmation dynamique du peai# en horizon
fini et en observation incomglé (en supposant que I'estimateur du
maximum de vraisemblance esgdla I'espsrance conditionnelle de
p connaissant le passles observations) est alors::

v"[x, p] = max{x, pv"[x + 1, (np+ 1)/(n + 1)]

+ (1— " x — 1, np/(n + D]},
vn < N, Vx € [o, F], Vpe[O0,1],

v"[0, p] =0, v"[F,p]=F, Vp, Vn < N,
N [x, p] =X, VX, p.

3. Cetteequation n’admet plus pour solution et donc la politique op-
timale d’ar€t n’est plus triviale. Il n’est plus indiffent de saater
ou de continuer.

6. PROCESSUS DE CALCUL

On modElise un processus de calcul. €ablit le lien avec un probmes
de contole d'une cha&ie de Markov. Orevalue la relation entre le nombre
entes et le nombre de sorties par des calculs dangbaégmin-plus.

6.1. LE PROCESSUS DE CALCUL

On consigre un processeur consttd’un multiplieur et d’un addition-
neur €pag par des ramoires appelés A. Ce processeur est chadg faire
le calculag, + b pour une suite infinie d’endese,. On suppose que les
peuvent s’accumuler dans desmoires (appeks B) au fur e mesure de
leurs arrives avant leurs traitements. Le processus de calcul fonctionne d
la fagon suivante.

1. Le multiplieur &s qu'’il a termi la multiplication pecdente re-
garde s'il existe une dom&’e, a traiter et s'il a I' autorisation de
commencer. Si c’est la cas il fait la multiplication qui dure 2 tops
d’horloge et il met le sultat dans une desemoires A. Ce faisant il
a consomra’une autorisation de multiplier.

2. L'additionneur @5 qu'il a termim’I'addition pgcdente regarde s'il
y a une dongé dans A. Si c’est le cas il fait I'addition qui dure 1 top
d’horloge, affiche le @Sultat et envoie une nouvelle autorisation au
multiplieur dés que I'addition est term@e.

3. Alinstant initial le multiplieur dispose de 2 autorisations.
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Le but de ces autorisations de calcul egvitér 'écrasement des doaes
dans la nemoire A car sa capaeitést limigea 2.

On appelle compteurs les fonctions du temps distrgtbre de tops
d’horloge) donnant le nombre de daes arriees dans BU;), le nombre
de multiplications commemee's K1), le nombre d’additions commeees
(X2) et le nombre deedultats affichs (v;) du top 0 jusqu’au top.

On appelle de me dateurs les fonctions du nern’d’événementn
donnant la datel,) a laquelle est disponible, dans B, la date X}) a
laquelle la multiplication numere€n commence, la datex?) a laquelle
I'addition numerogen commence et la dat&/() de I'affichage numereth

6.2. ENONCE
1. Montrez que le systhe déquationsegissant les compteurs est
X =min{Uy, 2+ X2, 1+ XL},
X2 =min{X!,, 1+ X2 .},
Y= X2, .
avec les conditions initiales:
Xg=X, =X5=0.

2. Aprés avoir fait une augmentationeddts et une inversion du temps
interp@tez ce sysime dEquations en terme de coolie”optimal
d’'une chahe de Markov états, contrles, matrices de transition, "
a optimiser, type du probme).

3. Ecrivez ce systme dEquations sous forme matricielle en utilisant
I'algebre min-plus .

4. Montrez que le syste s&crit X; = A ® X;_jlorsqueUy = +oc.
CalculezA" pourn = 2, --- , 5. Par quelle relation sontels A®® et
A®S?

5. Qu’en deduisez vous sur le comportement asymptotiqueA'de

lorsquet tend vers l'infini. Interpetez ce esultat physiquement.

. Réécrivez le systie Ecurrent initial dans I'algbre min-plus.

. En utilisant les afies grératrices min-plus efinies pour une suite

{Xi,t € N} par
X(8) = P X"

t>0

~N O

montrez qu'il existe unessie H telle que? —HeU (on pecisera
le sens de ce produ® de €ries). On calculera explicitemeht en
utilisant la notationS* = 0@ S&® S @ --- pour S une €Tie ens
(cet ofErateur serta résoudre certainesguations lieaires que I'on
explicitera).
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8. En dduire que la relation ere” (J) sortie (Y) est une inf-
convolutiort de I'entée avec une fonction que I'on integtera phy-
siguement. On indiquera I'egpience physique permettant d’obtenir
cette fonction sans faire de calcul.

9. Donnez le sysime dEéquationsegissant les dateurs.

6.3. CORRIGE

1. Il s’obtient en exprimant les contraintes impes’sur les nombres de
taches effecteés jusga un instant par le multiplieur et I'addition-
neur

th S Ut )
1 2
Xi <24 X1,
1 1
Xt <1+ Xt—2 >
XE< Xy,
2 2
Xe<1+ X7 ,.
et en remarquant que fonctionnant au plus vite une des trois
premires contrainte et une des deux deres contraintes sont ne-
cessairement saees.

2. En introduisant Btat supptmentaireX? = X! ; et en faisant le
changement de temps= —t on obtient le nouveau sy@he

Xg = min{Uy, 2+ X2 4, 1+ X3, 1},

3yl
Xi = X1
2 i 3 2
Xg=min{X7,,, 1+ X7, .},
2
Yt/ == Xt/-i-l .

Les 3 premgresequations sont lesquations de la programmation
dynamique d’'un proldme de contife de chaie de Markova trois
états (Iétat est na’Z), 2 contoles (le contole est not"V) et la pos-
sibilite de s’areter, en horizon fini, de matrices de transition

010 0 01
Mi=|{O0O0O1]|, M>=|[010],
1 00 1 00
de cait
2 1
ct=1 0| =1
0 0

Le criterea minimiser s’ecrit
inf(v,0)
i H s H
Xy = r\T)’IPE{ § C+L<0Uy | Zy =i},

s=t’

407nrappelle que l'inf-convolution de 2 fonctiorfset g notée f x g est dfinie par
[fxg](2 = infx(f(X)+ g(z - Xx)).
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ou v est un temps d’aetque I'on optimise (chaque fois que la a&”
passe dansdtat 1 on peut éCider de s’aefer et de payeUs (si
I'instant correspondant est s) ou de continuer).

3. On peutecrire I'équation de la programmation dynamique en utili-
sant I'algebre min-plus sous la forme:

Xi=A Xi-1® B U,

Yy=C® Xi_1.
avec
400 2 1 0 0
A= 400 1 0 B=| 400 | Xo=]| O
0 H4o0 +o0 400 0

C=(+00 0 +0) .

4. LorsqudJg = +oo onaX; = A®' X, puisqueBRU; = +o0o puisque
lesU; sont croissants.

2 32 34 3
A=|121], A=|2 32
1 32 2 4 3

On constate qué® = 1 ®@ AS.

5. Pour toun > 3 on aA™? = 1® A". Physiqguement cetteepiodicité
corresponda un remplissage du pipeline de calcul. Une fois ce pi-
peline rempli, le processeur aala vitesse du multiplieur qui est la
ressource la plus lente du sgste.

6. Le syséme Ecurrent initial s&crit dans I'algbre min-plus

XP=U @20 X2, 013 XL, ,
X2=X, 01l X2,
Y= X2, .

7. En multipliant pas' et en sommant ehon obtient le systme
X=U920s0 X20105°® X',
X2=2eX'@10s® X2,
Y=6®X2.
En utilisant le fait quea*b est solution deX = a ® X & b on peut

éliminer successivemeiqt? puis X1. On obtient alors (I'opfateur®
des gTries® ne sera plus netdans la swte‘)( H (8)U avec

H(8) = §(162 @ 25(18)*82)*(15)*82 ,
= §3(18)* (182" .

Sdéfini parS® T = @, [P, S ® Tr_ss".
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8. Par identification avec
HE) =P H e
t

on peut @terminer les coefficients,. LexpressionY = H () @ U
montre alors que

Y = inf{Hi_s + Us}
s>0

c.a.d. queY est obtenu en faisant I'inf-convolution de I'ea&'U
avecH qui peutétre considfée comme laeponse impulsionnelle
du syseme.

Physiquement les coefficientd; de la Eponse impulsionnelle
sont obtenus en rendant disponible une suite infini de eksa”
I'entréea I'instant O et en observant le nombre de sorties obtenu jus-
gu’a l'instantt.

9. La modlisation dateur du processeuestit

Xg{ - maX{Un, 1+ Xﬁ_z, 2 + Xg]-_]_} 9
X2 =max2+ X, 14+ X2 .},
Yo=1+ X2,

7. FILTRAGE ET COMMANDE EN OBSERVATION
INCOMPLETE

7.1. BENONCE

Les deux questions sont iegéndantes bien gu'il y ait une progression
dans les notions utilegs.

7.1.1. RLTRAGE. On consi@re une chaie de Markova 2 états dont la
probabilig de sauter dedtat 1a I'etat 2 esegalea celle de sauter dedtat
2 a I'etat 1 et vautp inconnu pouvant prendre les valeyss ou p? avec
0 < p < 1pouri = 1,2. On observe la trajectoire de la che On
suppose qu’'a priori il y ait une probabdide 1/2 pour que la valeur de
soit p! et donc une valeur de 1/2 pour qu’elle spft Au départ la chaie
de Markov est dansétat 1.

1. Ramenez le calcul de la probalslifl postriori que p soit égala
p' (apsn observations de ¢fat)a un probéme de filtrage d’'une
chahe de Markov sur un autre espacetats.

2. Donnez [Bquation €currente satisfaite par I'es@nce condition-
nelle pour quep = p! ou p? connaisant la trajectoire passdes
états de la chae initiale.

3. Supposons avoir obserla suite détats (1,2,1,1). Quelle est la pro-
babilité conditionnelle que = p*.

4. Supposons avoir obserk changements dtats pouiN + 1 observa-
tions quelle est la probabiitconditionnelle pour qup = p*.
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5. Supposons qu@ = p' montrer que la probabiktconditionnelle
précddente tend vers 1 lorsque le nombre d’observations tend vers
I'infini.

7.1.2. MAINTENANCE. On veut assurer la maintenance d'un groupe
électrogne d'une centrale nuedire servant ‘assurer I'existence d’'une
source délectricieé en cas de panne de la centrale. Egime normal le
groupe ne fonctionne pas donc on ne sait s'il eseét de fonctionner ou
non. Pour le savoir on doit le tester. A chageeipde de temps on doit donc
décider de le tester ou pas. On comsiElqu’il n’a que dewetats possibles
soit il fonctionne soit il ne fonctionne pas. Si on le teste on obseptatl’”
mais cela cafe le prix du testlk;) plus le cait de remplacemenky) s'il

ne fonctionne pas (remplacement que I'on fait esgsatiguement en cas de
panne). A la suite du remplacement le sysé fonctionne eCessairement.
Si on ne le remplace pas le sgstea une probabilgp (0 < p < 1) d"tre

en panna la fin du test. On prend donc un risque que I'on voudraiter.
Pour cela on affecte un abKy a I'etat de panne. Etat peut donc prendre 2
valeurs: 1 fonctionne, 2 fonctionne pas. L'observation peut donc prendre
trois valeurs: 1on n’a pastestet donc rien obsee?2) on a test’et obserg”
gue le systine ne fonctionne pas) 8n a test et obserg’que le systme
fonctionne. Au @but de la gestion le symhe est eetat de fonctionnement.

1. Donnez les 6 matrices de transitions (de sauter dtata’un autre)
indéxées par I'observation faite et la commande w#is”

2. La probabili€ conditionnelley” d’'etre dans uetat sachant le pass’
des observations et des commandesfoindique la @riode de
temps) est une ch@é de Markov dont Btat vit sur I'espace des pro-
babilités chargeant les dewtats possiblesg(e R?, g1 + o = 1,

Oi1, 2 > 0). A chaqueetape elle saute dans cet ensemble selon la va-
leur de I'observation. Caragtisez le point d’arrigé en fonction du
point de @part ainsi que la probabi#itpour que ce saut ait lieu.

3. Exprimez le crigtea optimiser en terme de cette espnce condi-
tionnelle lorsque I'on gre le systme suN périodes.

4. Donnez lEquation de la programmation dynamique permettant de
déterminer la dcision optimale de tester ou non le exél en fonc-
tion du pass’des observations et des commandes (ou ce qui revient
au méme en fonction de la valeur de I'egphce conditionnelle de
I'’etat connaissant le pasdés observations et des commandes).

5. Donnez les grandes lignes d’unetimode effective de calcul de cette
commande optimale.

7.2. CORRIGE

7.2.1. HLTRAGE.
1. Le probEme de filtrage consisi& consi@rer la chaie obserea 4
étatsF = {(1, pb), (2, pY), (1, p?), (2, p°)} les observations pos-
sibles€tant au nombre de 2. L'observation vaut 1 si lainbaést
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dans I'ensemble @tats
(@, ph. (1, p*)
et vaut 2 si la chaie est dans 'ensemble
(@ ph. @2 pH} .

La matrice de transition de sauter d'aetaf dans un autre et d’obser-
ver 1 vaut

1—-pt O 0 0
1 pt 0 0 0
MP=1 o o0 1-p o |-
0 0 p>° 0
celle d'observer 2 vaut
0 pt 0 0
> | 0 1- pt 0 0
M=10 o o p
0 0 0 1-p?

On Vérifie queM* + M? est une matrice stochastique.
. La loi initiale q° est donee par la matrice

o (1/2 0 12 0
=10 0o 0o o)

ou la premere ligne corresponal’'observatiory = 1 et la deux@me
ay=2.
Pour obtenir la probabikt conditionnelle (n@éq®) quep = p*
ou p = p? apes les observations (1,2,1,1) il faut faire les produits
matricielles
q01M2M1M1
et renormaliser leasultat pour en faire une probalslisoit

1
q° = E( (pH21—phH 0 (PH*1-p? 0),

avecc = (pH%(1 — pt) + (p?)?(1 — p?) et donc la probabilépour
que p = p* est la probabilé’pour que la chagétendu soit dans un
des 2 premierstats c.a.d.

(phHZ1— ph/c.

. Les formules mré&dentes searéralisent alk changements dtats
pour N observations. La probabiitconditionnelle pour qup = p!
vaut
(pH @ - pHN*
(PH*(A — pHNK 4 (P)K(L — pHN-K
On appellerary cette probabili’
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4. Sip = p! d’aprés la loi des grands nombres on a

limk/N = p!
N
presque sfement.
On peut eécrireay sous la forme
1

1 1 [@mapomom N
(pl)k/N(l_ pl)(N—k)/N

Mais
( p2)k/N (1 _ p2)(N—k)/N

(pl)k/N(l _ pl)(N—k)/N
et presquewwement aussi voisin de
(PHP(1—pAH”
(pHP (1 — pht-r*

qgu’on le veut.
La fonction

prp’l—pt”
atteint son maximum au emie point que la fonction
p+ p'log(p) + (1 — p)log(l— p)
qui est concave. Le maximum est atteint ppue p’ et donc
(pZ)k/N(l_ p2)(N—k)/N N
[(pl)k/’“(l— pl)““—k)/“']
tend vers 0 presqueisgment.

7.2.2. MAINTENANCE.
1. L'espace ceétats est = {1,2} ou x = 1 corresponda I'etat de
fonctionnement ex = 2 & I'etat de panne.

L'espace des commandes &5t= {1, 2} ou la commande = 1
corresponda’la ddcision de ne pas testeret= 2 a la dEcision de
tester.

L'espace des observations €st= {0, 1, 2} ou y = 0 correspond
a I'absence d’observatiory, = 1 correspond I'observation d’'un
état de panney = 2 correspond I'observation de Etat de marche.

Si on note paMY les 6 matrices de transition on a

l_p p 11 00 12 00
we= (15" §) wi=(55) w=(0 o)

0 1) 0 0}/’ 0 0/~
20_(00 21_ (00 2 _ (1-p p
weo=(50) M =(10) m==(""5)-

On Vérifie que
> My =1vx.u.
X,y
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2. Sion appellg la probabili€ conditionnelle d’urefat connaissant le
pasg des commandes et des observations jastiatapen, la pro-
babilité conditionnelleq’(u)) a I'etapen + 1 dépend de la valeur de
la commandel prisea I'instantn et prend les valeurs

e (1) = qM?° avec la probabili#’l (probabili€ pour quey =
0);

e 0(2 = (1 0)avec laprobabil#g) (probabili€ d’observer
une panne compte tenu de I'observation du padans le cas
ou on a test’le systme);

e 0'(2) = qM??/q; avec la probabilet; (probabili€ d’'observer
le syseme eretat de fonctionnement compte tenu des observa-
tions passés, dans le casi@n a test’le syséme).

3. Le criterea optimiser

n
. Un
I‘TEJII’]E [ EO an} ,

ou U" désigne la suite desedisions prises eX" la suite de®fats de
la chahe de Markov avec

o 0 ky
T\ ke kot+kit+ke )
ou la premere colonne corresporadla commande 1 et la de@xne

colonnea la commande 2. Ce ceite se eécrit en utilisant I’
esfgrance conditionnellg” calcuBea la question @édente

”&‘”E[ZZQ” }

4. g" étant un processus de Markoedjlation de la programmation
dynamique en horizon fini etrit

v (@) = min{u™H(gM™®) + goko,
V(1 0)) g+ o™ (@MP/ga + g.¢%

(q) = mmIE[ZZqXX q" _qi|

5. Pour Esoudre ce probhme il va falloir se ramener au coate’d’'une
chahe de Markov ayant un nombre finiatdts et donc discretiser
I'ensembleq € R?, ' + g°> = 1,9, g2 > 0 en un ensemble fird °
p + 1 valeurs er[0, 1], [h, (p — Dh], --- ,[1,0]} avech = 1/p et
approximer les sauts faits par I'egpnce conditionnelle de telle sorte
gu’elle reste sur le maillage. On est ensuite raen&nin probéme
classique de chaés de Markow états finis dans le cas de I'observa-
tion compkte (I'esgrance conditionnelle est en effet obstv’

ou
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8. STRATEGIES

On veutétudier la maintenance d’un sgste de production comprenant
une suite infini d&tapes. On suppose que le syse n'a que deuetats
possibles: soit il fonctionnex(= 1), soit il ne fonctionne pasx(= 0).

Si le syseme ne fonctionne pas, on coreid que cela agé 1 (manque
gagner pour unetape). La politique de maintenance du eyst consista
décider de tester ou non le sgste avant chaquetape de fonctionnement.
Le prix du test (et de la remise etatéventuelle) est. Sion ne teste pas le
syseme (1 = 0) avant unetape, il a une probabiéi de tomber en panne
a la fin de cettefape (pendantdtape correspondante il fonctionne). Si on
le teste ¢ = 1) et s'il ne fonctionne pas, il est remis etat pendant une
étape (il ne fonctionne donc pas pendant cetépé mais il sera estat de
marchea’|’etape suivante). Si au cours du test on s’apercoit gu’il fonctionne
normalement, le syste est entretenu, et on est assgorobabili€ 1) qu'il

ne tombera pas en panada fin de Iétape du test.

Une politique stationnaire consiste décider, en fonction de éfat
du syseme a I'etape pecddente, de tester ou non le ®ysie, et ceci
indépendamment du nwemd de létape consieliée.

8.1. ENONCE
Pour chaque politique stationnaire donnez :

1. la matrice de transition dedtat du systme,

2. la ou les mesures invariantes extrales des chaés de Markov cor-
respondantes (celles dont le support est le plus petit possible lorsqu’i
y en a plusieurs),

3. leséquations de Kolmogorov donnant leutale chacune de ces po-
litiques, dans le cas d’'une infieitd’étapes actuaks's avec un taux
A >0,

4. les comportements asymptotiques (premier terme) de cets co”
lorsque le taux d’actualisation tend vers 0.

Quelle est la meilleure politique, dans le cas actealiavec un taux
d’actualisation tendant vers 0, lorsquest petit, beaucoup plus petit que
(on supposeragalement que < 1)?

On détermine maintenant la politique optimale par la programmation
dynamique.

1. Explicitez I'quation de la programmation dynamiquetetiminant
la politique optimale, pour un nombre infinietdpes, dans le cas
actualig avec le taux.

2. Donnez le sysime dEquations dferminant la politigue optimale
lorsque le taux d’actualisation tend vers 0 (on pourra supposer qu’
I'optimum la chane de Markov a une mesure invariante unique).
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3. Calculez explicitement la politique optimale en adaptant I'algorithme
de Howard au caswle taux d’actualisation tend vers 0. On initiali-
sera l'algorithme avec la politique consistantne jamais faire de
maintenance, et on fera legiifitionsa’la main.

8.2. CORRIGE

1. lly 4 straggies stationnairesfihies par les applicatiorsde {0, 1}
dans{0, 1}. Si §; désigne la fonctiors prenant la valeur en O et
j en 1, etsil'onnoteM'! la matrice de transitioMSi, on a les 4
matrices de transition :

o_(1 O om_ (10
M _<6 1—6)’ M _<O 1)’
0_ (0 1 n_(01
M _<6 1—¢ » MP = o 1)

donnant IBvolution du systme pour chacune des politiques pos-
sibles.

2. Pour @terminer le nombre de mesures invarianteseeméies il suffit
de compter le nombre de classes finales. Pour la politjud y
en a 2. Dans les autres cas il y en a une. Notons les, sous form
de vecteurs lignes (lorsqu’il y en a 2 on les donnera sous forme de
matrice (2 lignes)). On appelig@/ la matrice des mesures invariantes
extrémales assoe€sa la straggieS; . Elle vérifie p! = p'! M. Ces
mesures sont exdmales si et seulement si leurs supports sont des
classes finales. On a:

10
p00=(1 0), p01:<0 1),
pP=(e/Q+e) 1/Q+e)), p*=(0 1).

3. Si I’onnnotev” la fonction valeur assoe€a la chafe Ml et aux
coutsc” définis par

Q00 _ 1 01 — 1 clo l+a clt — l+a
0 )’ o ]’ 0 ’ o ’

leséquations de Kolmgorov pour un prebhe actualisavec un taux
A sont alors:

A+ 10 =My ¢l

4. Le premier terme dualeloppement (lorsquetend vers 0) est domn”
(voir petite classe) par la moyenne au sens de la ou des mesures inv:
riantes des aats instantaes. Il est de la forme'! /A pour la politique
S; avecv') donrg parp' ¢! (dans le cas d’une seule classe finale les
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composantes de'! sont identiques, dans le cas de deux classes fi-
nales le coefficienteldend de la classe finale coresig€). On obtient

donc:
00 __ 1 01 __ 1
10 — 1+ ae/(1+€) it [«
I+ae/(1+e€) )° a )
La meilleure politique est donc la politiqu8,o, c.a.d. que I'on epare
lorsque le systme est en panne, mais que I'on n’entretient pas lorsque le

syseme marche. Cela parait normal puisque le taux de panne est faible pz
rapport au prix de I'entretien.

1. L'equation de la programmation dynamique du peoi® actualis”
s’écrit:
I4+MDvo=minfvo+ 1, v1+1+«a},
(L1+ 2)vy = minfevg + (L — €)vy, v1 + a} ,
ou v est la fonction valeurefinie par

Vg = nbinIE {Z 1/(1+A)”+1c§’<2 | Xo = k} ,

n=0

U= U, - ,Up, ) et

-(3)-e-(17)

2. On cherche unal/eloppement de en sous la forme
v :v/)»-l—w—l—)»wl---
On obtient en identifiant les termes demé puissance en

Vk = min[M“v]k s
u

VK + wg = min[M“w + Cu]k ,
ueUy

0 __ 1 0 1_ 01
M _<6 1—6>’M _<O 1)’

etU; = argmin[M"v]i. Dans le caswla politique optimale conduit
a une chale de Markov posiant une seule classe finalg, ne
dépend plus d& car le seul vecteur propeedroite de la chae est

(1)

D’autre partU; = {0, 1}. La condition d’optimali¢’s‘écrit alors

avec

v+ wg = min[M“w + c“] ,
ueUy
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avecv constantw définia une constante gs’(on peut prendne; =
0).
3. Lalgorithme de Howard s’adapte facilement.
1) Pour une straigie Sdonrée on calcule un couple, w) satis-
faisant

v=M%5 ,v+w=MSw+cS.
2) A w on associe une nouvelle stgté par
S:k — u e argmin[M"w + c']y .
Sur I'exemple on obtient la suite

SOO—>U:1,w0:1/e,w1:O—> St S v=a,wo=21,w; =0— S

—>v=>"A4a)e/1l+€), wo=A+a)/(1+€), w;=0— SO,

9. CLOWN EQUILIBRISTE
9.1. ENONCE

Dans ce proldme, oretudie la dynamique d’un clown eauilibre sur
un monocycle ainsi que ses, ats de se stabiliser et de septficer.

Cette €tude utilise les mthodes variationnelles pour construire un
modEle simplifé linéaire. Les proldmes de stabilisation et deplacement
sont Esolus, d’abord en calculant des commandes admissibles, puis opti
misant les commandes par legtinddes de Pontryaguine et par la program-
mation dynamique.

Le syseme considfé est, bien @f, une idalisation du proldme Eel.

La roue, appeéM, est suppa=2 de rayon infingSimal et de massa. Le
clown a une ¢te massive concentrant toute sa masse — sepgoslea 1

— en un point appelP. Le corps est une barre rigide, sans masse, liant la
tete P alaroue M, de longueur 1. Le clown, justement noariifédalvit”,

vit dans l'univers plan de la roue — supgesverticale — et seaplace, en
ligne droite, selon un axe orientpped’ Ox. On appelle: x I'abscisse de

M, 9 I'angle du corps avec la vertica@y, orient dans le sens des aiguilles
d’'une montre dans le repe(OXx, Oy).

Moyennant ces simplifications, il est possible dsatdre ce probme
assez comgltement.

Dans la suite, I'acelération de la pesanteur est suppeégalea 1. Le
temps est n&tf ous. On notef (t) la dérivée de la fonction du tempi(t).

9.1.1. LE CALCUL DES VARIATIONS COMME MOYEN DE
MODELISATION. Rappelons que l'on peutetérminer la dynamique
d’'un syseme n&canique en calculant I'extremum sur I'ensemble des
trajectoires possibles d’'une “action”. Cette action esfirdé comme
I'integrale, en temps le long d’une trajectoire, dmErgie cietique moins
I'energie potentielle du sy@te considfé.



150 8. PROBEMES

Ay

M
> >
(0] X

FIGURE 1. Le syseme ngcanique.

En pédalant, le clown exerce une forEesur la roueM. Cette force est
suppose — dans cette partie uniquement -eridér d’'un potentielJ ne
dépendant que de la positicrde la roue.

MODELISATION SIMPLIFIEE. Sachant que le potenti&l choisi par
Pédalvit estux, I'action du systme est donee par:

t
Ac(x, 9) = z / {[3<x + sin(®))]* + [g cog¥)]* + mx?
2 Jo dt dt
— 2cog?Y) — 2ux}(s)ds,

définie sur I'espace des couples de fonctisms (Xx(S), #(S)).

La dynamique du syste compleefant trop compligeé pouretre ma-
nipulée facilement, on consdé les mouvements dans un voisinage de la
verticale. L'action compte est alors approxiee par I'action simplife sui-
vante:

;
As(X, ) = %/O [(X + D)% + mx? + 92 — 2ux](s)ds.

1. Indiquer brevement le sens physique de chacun des termes apparais
sant dans l'action comete A..
2. Discuter brévement les approximations faites pour obtenir I'action
simplifiee As.
COERCIVITE DE L' ACTION SIMPLIFIEE. On appelleH(0, T; R") 'espace
de Hilbert des fonction$ : [0, T] — R" de norme finie au sens du produit
scalaire

T n
(f,g)=/0 > [fig + figltydt.
i=1
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On rappelle qu’une fonction dd (0, T; R) est continue que

t

f(t) = f(O)—l—/ f(s)ds
0

et que les fonctionsagulieres sont denses dahis (0, T; R). On a de plus
les inégalies suivantes:

[f(t) — Ft)] = Vit —talll fllne,
[l = (VT + VAT I fllae

ou |.|» désigne la norme du sup.
1. Sil'on appelle

Hg(0, T;R*) = {X = (x,9) | X(0)=0,X € HY0, T; R%)} ,

montrer que I'applicatiorX € Hi — As(X) € R esta-convexe
pourT pas trop grand.

2. Montrer que cette action n’est plasconvexe poufl = +oc0 en
exhibant une suite de fonctioX,) vérifiant:

Xn € H2(0, 00; R?), lim || Xyl = 400 lImQ(X,) =0,
n n

ou

ox) & % /m[(x + 92 4+ mx? + 9?](s)ds.
0

3. En dEduire que le proleime du calcul de la moindre action admet une
solution unique poul pas trop grand.

LES EQUATIONS DU MOUVEMENT. En minimisant les actions correspon-
dantes dduire:

1. leséquations du mouvement simpdifi

L+mx+9=-u X+9—0=0.

2. leséquations du mouvement complet.

Dans la suite, on ne s’iatéssera qu’au mouvement sim@ift le mot
“mouvement” signifiera toujours “mouvement simifi”

Dans les sections suivantes, on fapendre la variable de commande
u — la force de pdalage de &dalvit — dex et de?}. Cette force ne
dérive plus d’'un potentiel. Leseduations du mouvement restent valables
— mécanique newtonienne — bien qu’elles ne puissent plus s’obtenir pal
le principe de la moindre action.
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9.1.2. LA COMMANDE NON OPTIMALE. STABILITE DU MOUVEMENT.
On appelle mode propre du sgsie les nombres complexgstels qu'il
existe(x; (1), ) (t) polyndmes ern avec

Xi(®) = 06(0), 91 (1)
solution du mouvement.

Toutes les solutions du mouvemetant des combinaisons éaires de
guatre de ces solutions partieries inégpendantes, il est clair que, si tous
les modes ont des partiezailes strictementagatives, toutes les composan-
tes du mouvement convergent vers 0 — lorsgtend vers I'infini — avec
une vitesse exponentielle. On dira alors que le mouvemeakpshentiel-
lement stableSi un des modes a une parteetle strictement positive, on
dira quele syseme est exponentiellement instable

Sitous les modes sont imaginaires et les poiyieS correspondants sont
des constantes, on dira que le mouvement est purevseitant

On consi@re des commandes de la forme- cx + d?.

1. Donner un systime dgquations caraetisant les modes propres (on
se placera dans le cas de 4 modes propres distincts (lesopodygn”
Xi (1) etv; (t) sont alors des constantes)).

2. Montrer que, quelque soieaetd, le mouvement correspondant est,
soit exponentiellement instable, soit purement oscillant.

Bien qu’ayant compris comment ne pas tomber en obtenamtgime pure-
ment oscillant, Bdalvit aimerait pouvoir amortir les oscillations. Pour cela,
il est donc oblig” d’adapter sa force deedalage non seulemeatx et
mais aussaXx et?d.

FORMES CANONIQUES ET APPLICATIONS Le syseme commanal’
peut se mettre sous une forme canonique, dite de Brunowstcegria-
quelle il est facile de stabiliser le sgshe ou de dferminer une commande
transErant le systme d’un point'un autre dans I'espaceatat.

1. Montrer, par un changement de commandeefindparu = f (v, y)
ouy = (X, X, 1%, ) désigne le vecteur dtat du systime et la nou-
velle commande — que I'on peut ramener éegiations du mouve-
menta:

¥ =v, (9.1

ou z désigne I'abscisse de lat€ P de Rédalvit. On explicitera le
changement de commande u#lis”

2. Gracea cette forme canonique, caradser une commané@(t) as-
surant le @placement de d¥lalvit de la position verticale atea
I'abscisse 1al'instant 0,a la position verticale agtéea I'abscisse
0, al'instant 1.

SLorsque la commande ne dpend que du temps on dit que la commande est en
boucle ouverte
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3. Gracea cette forme canonique, calculer une commande
u=¢(z21212%),

aveco lineaire, telle que tous les modes propres, duesgstainsi
commane, soient—1.

Dans la suite, on utilisera cette forme canonique pour optimiseelgace-
ments et stabiliser le systie de faon optimale au sens de @its que I'on
précisera.

9.1.3. DEPLACEMENT OPTIMAL PAR LA METHODE DEPONTRYAGUINE.

En utilisant la forme canonique (9.1), on veut calculer la commande assu
rant le dgplacement ded®falvit de la position verticale atde,a I'abscisse

1,a la position verticale aetéea I'abscisse 0, en un temps tout en mini-
misant ses effortsa.d. en minimisant :

1 T
um=§/1ﬂ9m.
0

Pour simplifier les calculs, on a supgosjue ledalvit restea’peu pes ver-
tical et donc que? est voisin dau> — mesurant plus @éisment son aver-
siona faire des efforts.

1. En utilisant la rethode de Pontryaguine donner les conditicstses-
saires et suffisantes d’optimaitiu mouvement correspondant.

2. Caractriser la commande optimale en boucle ouverte), assurant
le déplacement souhait”

9.1.4. SABILISATION OPTIMALE PAR LA PROGRAMMATION DYNA -
MIQUE. En utilisant la forme canonique (9.1)e®4lvit veut calculer une
commande le stabilisat!’origine de faon optimale au sens d’un ogite
faisant un compromis entre ses efforts et la qaali’la stabilisation. Pour
cela, il minimise le crigre

J(v)=%/0 [v2+yZ%](s)ds, y > 0.

1. Montrer que ce critre estv-convexe suH (0, oo; R) sous espace
fermé des fonctions déd#(0, oo; R) ayant leurs valeurs ainsi que
leur 3 premeres @tivées nullesa’l'origine. L'espace de Hilbert
H#(0, oo; R) est I'espace des fonctions de norme finie au sens du
produit scalaire

o [ 4
(ﬂ®=/)(2ﬁmw>GML
0 i=0

De ce Esultat @coule que I'optimum existe et est unique.

"Lorsque la commandeegiend de Etat on dit qu’elle est eboucle ferne’ou en en
“feedback”.
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2. Dans la suite le vecteuretat du systme sous forme canonique est
noté Z :
Z(t)=(z.2.2,.2%)(1) .
En adaptant le #0eme correspondant du cours, montrer que la
fonction:
def .
(20, 21, 22, 23) = NI (W) | Z(0) = (20, 21. 22. Z3)}

vérifie I'equation de la programmation dynamique :

ow ow ow 1/ dw\? y 2
— 21+ —2+—23— = | — = =0, 9.2
22t 5521 3,5 2<823) +5(2) (9.2)
w(0,0,0,0) =0.
Pour cela on admettra que (9.2) admet une unique solution positive

reguliere.
EQUATION DE RICCATI ALG EBRIQUE. Montrer que la solution positive de
I'equation de la programmation dynamique (9.2) est quadratigue) =
(1/2)¢'P¢ avecP > 0 et¢ = (2o, 21, 22, Z3).
1. Par substitution dans (9.2) donnezdliation — dite de Riccati —
vérifiee parP.
2. Montrer que la commande optimale est :

vV (20, 21, 22, Z3) = — P1aZo — P2aZ1 — P3aZz — PaaZs .

3. Montrer que le syste dynamique optimal — gouverpar ce feed-
back optimal — &crit :
Z=AZ, (9.3)
avec A une matrice — dont les coefficientspgéndent dé® — que

I'on explicitera .
4. Calculer le polynfe caradfistique deA en fonction des coeffi-

cients deP.
INTERPRETATION DES VARIABLES DUALES.

1. Sil'on note
W(t) = gradw)(Z(1)),

etZ(t) = (Z, W)(t), montrer queE satisfait le systie hamiltonien
= = HE, avec
0O 100 O O O O\
0O 01 0 O O O o0
0O 001 0O O o0 o
1y 0O 000 O O O -
"l -y 000 O O O O
0O 000-1 0 0 O
0O 000 O -1 0 o0
\ 0 000 0 0 -1 0 )
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2. Montrer que ce systne hamiltonien est le systie d’optimali& ob-
tenu par la mmthode de Pontryaguine appl&ps ce n€me probtime
de stabilisation.

3. Calculer les modes propres de ce syw hamiltonien.

4. Montrer que le changement de variables= x, W = Py + A, ou
P est solution de Bquation de Riccati, condugt un systme dyna-
mique en(x, A) bloc-triangulaire.

5. Expliciter la factorisation du polyie caradfistique deH obtenu
par ce changement de variable.

FEEDBACK OPTIMAL ET PLACEMENT OPTIMAL DES MODES PROPRES
Pour que le cof optimal soit fini quelque soit la condition initiale il est
nécessaire et suffisant que tous les modes propres dansysiptimal (9.3)
soienta partie gelle strictementegative.

1. Déduire de cette remarque et de la factorisaticoguénte les va-
leurs des coefficients d@ nécessaires au calcul explicite de la com-
mande optimale*.

2. Expliciter la commande optimalé comme fonction de état.

3. Expliquer commengvoluent les modes propres du gysE optimal
en fonction du parasgtrey .

9.2. CORRIGE

9.2.1. LE CALCUL DES VARIATIONS COMME MOYEN DE MODELISA-
TION. MODELISATION SIMPLIFIEE.

1. Leterme 12([%(x+sin(ﬁ))]2+[% cog)]?) correspondi 1'energie
cinétique de ladfe, I/2mx? a I'energie cietique de laroue, co8) a
Ienergie potentielle de I&t€,ux a I'energie potentielle madisant
la force de pdalage.

2. Les approximations faites consistentégliger la partie de Energie
cinétique correspondaiat la vitesse verticale de lat€ eta appro-
ximer sin®}) pary et cogy) par 1— %ﬁz. Ces approximations sont
raisonnables pour des mouvements dans le voisinage de la vertical
puisqu’elles ne gardent que les termes d’ordre 2 dansueldppe-
ment par rappor .
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COERCIVITE DE L' ACTION. Les preuves des deux estimati§risdonrées
se font facilement bien qu’elle ne soient pas denegsd”
1. LapplicationX € H(0, T; R?) — As(X) € R esta-convexe pour
T trop grand. En effet, dedgali€ 2ab = a?> + b?> — (a — b)? on
déduit:
As(A X1+ (1= 21) X)) = AAs(Xy) + (1 = 1) As(X2)
— A1 =1)Q(X1— X2),
ou Q désigne la partie quadratique d&. Il faut alors montrer la
minoration

QX1 — X2) > o[ Xy = Xzl

pour pouvoir conclure. On utilise alofa+b)2+a? > 1/4(a?>+b?) et
I'inegali€: ||X||.2 < T|X||.2 pourx € H(0, T; R) avecx(0) = 0,
pour montrer qu’il exist& > 0O tel que::

;
(xmzk/(%+ﬁﬁumhum%mm.
0

2. La suite de fonctionX,(t) telles?,(t) = 0 et

t/n si0<t<n,

%o (1) = s_in§t§2n,
1—-(t—-2n)/n si2n<t<3n,
0 sit > 3n,

verifie lim, || Xnlluz0.00) = +00, limy Q(X,) = 0. Elle appartient
clairementa’ H (0, oo; R?).

3. Le probeEme de la moindre action, dans cet exemple, et gour
fini,et X(0) = 0 se ranehea minimiser une fonctior-convexe sur
HZ(0, T; R?) qui est un ensemble convexe fexrfgrdce au fait que
I'application quia X € H! — X(0) € R? est continue) non vide. I
existe donc un minimum unique.

8Preuve de f (tp) — f(t1)| < /T — G|l f |42 . On a:

tz . 2 tZ .
f(S)dS) <lte—tl | (F*ds< Itz —talll fl}: .

ta

uaa—fam2=<

ta

Preuve de f oo < (VT + VI/T)| fllue .

2 2

T T T
<f(t)—1/T/ f(s)ds) - <1/T/ (f(t) — f(s))ds) < 1/T/ [ft) — f(s))2ds
0 0 0
T
sUTA it — sl f12ds < [TII 1%

D’autre part, on a
2

T T
<1/T/ f(s)ds) < 1/T/ (f(s))ds.
0 0

Lin'egali® triangulaire donne alors lesultat.
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LES EQUATIONS DU MOUVEMENT.

1. On obtient legfuations du mouvement simpdigh minimisant I'ac-
tion simpliée. Notons

Hoo(0, T; RY) = {X | X € HY(0, T), X(0) =0, X(T) =0} .

On chercheX e HY(0, T; R?), vérifiant X (0) = (Xo, o) et X(T) =
(X1, 97), telle que

(As(X),Y) =0, VY € H}(0, T;R?) ,
avec
. def T . . . .
(As(X),Y) = / [(X + ) (Y14 Yo) + mxY, + 09Y, — UY1] (s)ds.
0

En supposant que les fonctions soient suffisammegntliEres pour
gue I'on puisse irggrer par partie, on obtient:

T

/ [(L4+mMX 4+ +uYi+ &+ —)Ys](s)ds=0.
0

Ce qui entraie lesequations annome&s du mouvement .
2. Leséquations du mouvement complet, obtenues pardenenfech-
nigue, sans se poccuper des conditions aux limites, sont:

(L+m)x + %(cos(ﬁ)i)) = —u, Xcosy + 9 —sin®)=0.

9.2.2. LA COMMANDE NON OPTIMALE. STABILIT E DU MOUVEMENT.

1. On cherche des solutions de la forme®)e* avec(x, ) € R?. En
substituant dans lesjuations du mouvement, on obtient:

(14 m)x + A% = —cx — dv
X+MHA2—9 =0.

A<§)=o,

Ad_ef< 1+ m)r%2+c d+xz)

ce qui se eécrit

avec

A2 A -1
et donci devraétre solution de deA = 0.
2. La fonction detA est un polyweine du second degrénu &ef
donc:

e soit les racines epn sont toutes les deuxelles mgatives et le
syseme est oscillant,

e soit une des racines n'est pasele régative, et on a alors,
forcément, une racine ena partie gelle positive, et le sysime
est instable.

FORMES CANONIQUES ET APPLICATIONS

A2, et
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1. En utilisant les variables= x +# et® leséquations du mouvement

s’écrivent

Z+mzZ—»9)=—-u, z—9=0.
ce systme se eécrit

A+mo —md=—-u, 2=0,
puis

P=Uu+A+md)/m z2=19,
et donc avec le changement de commameée (u + (1 + m)d)/m

)
z2% =v.

On a de plus la relation iatessanté = 1.

2. Pour @placer Rdalvit de la position verticale at€ea I'abscisse 1
a la position verticale agetée a I'abscisse 0, on peut chercher une
trajectoire dez(t) polynémiale de degr7. Les conditiona l'instant
0imposentz(t) = 1+ pt*4+qt>+rt®+4st’. Les conditions I'instant
1 imposent aux inconnuég, q, r, s) de \Erifier le syséme lirdaire :

1 1 1 1 p -1
4 5 6 7 gl _| O
12 20 30 42 r | | O
24 60 120 210 S 0

Il suffit de dériver 4 fois ce polynfne pour obteniv, le changement
de commande donne alors la commande

3. Pour calculer une commande= ¢(x, X, 9, 9), linéaire, tel que
tous les modes propres du sste commane deviennent-1. On
commence par le calculer comme fonctionzlet de ses @rivées.
Considrons le feedback = —(fz+ gz + hz +iz®), les modes
propres du sysime deviennent les solutions de

Q) Ert+ind+ g 2+ha+f=0.

Mais on veut qu’il y ait un seul mode propre€l il faut donc
qn) = (. +1*

d’ou on dBduit les coefficients. Ona = mv — (1 + m)¥ et donc
le feedback cher@héstu = —m(z + 4z 4 62 + 4z29) — (1 4+ m)z
avecz = X + ¢. Ainsi, on a obtenu un feedbackpéndant que de la
position de la¢te de Pedalvit et de sesriliées.

9.2.3. DEPLACEMENT OPTIMAL PAR LA METHODE DEPONTRYAGUINE.
On minimise:

1 1
J(v) = 5/ v2(s)ds.
0

sous la contrainte

% =v.
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1. Pour utiliser la mthode de Pontryaguine il faut mettreduation
z® = v sous forme d’un systhe du premier ordre

z 0100 z 0
df 2z | |oo1o0 7 0
atl 2z 1°looo01 s |t oY

23 0000/\z® 1

La condition rEcessaire et suffisante d’optimalit’en notant
(p®, P, p, p) les variables duales,exfit :

z 0100 z 0
dl z |_|0010 z |, 0
at| 2z |[Tlooo01 7 o|"
z® 00O00O0 z® 1
20) =1, 2(1) = 20) = 2(1) = 20) = 2(1) = 2¥(0) = 2°(1) =0,
v=—p,

p® 0O 0 0 O p®

d p | | -1 0 0 O p

ddf p | | 0 -1 0 O p

p 0O 0 -10 p

2. Le systme d’optimali€’ se écrit doncz® = 0 avec les conditions

aux limites
z20)=1, z(1) =200 =21) =200 =21 =220 =z2(1) =0.

z est donc un polyoime de degr’7. La commande cal@g au para-
graphe pecdent est donc optimale.

On remarque qu’en utilisant le calcul de variation on aurait ob-
tenu plus rapidement lesultatz® = 0.

9.2.4. SABILISATION OPTIMALE PAR LA PROGRAMMATION DYNA -
MIQUE. On minimise:

J(v) = %/OOO[UZJr yZ*](s)ds.

sous la contrainte

Y =v.

par la méthode de la programmation dynamique.

1. Pour montrer la coercidtde J(v) il suffit de montrer quel (v)
définit une normequivalent@Hg (0, oo; R) et donc il suffit de mon-

trer qu’il existe

/m | f12(t)dt < kJ(f), /m | f12t)dt < kJ(f),

0 0

/oo|f<3>|2(t)dt5 kJ(f) .

0
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[ele] —+00
/ | f1%(t)dt = / [ff@]t)dt.
0 0

Mais par 'inégalig de Cauchy-Schwarz on a:

mais on a

+o0
{A [FE910A2 < 11120 £ 9112, < k(I(F)? .
De mémeona:

+OO . +OO .
/ | f12(t)dt = —/ [ff]t)dt.
0 0

D’ou la deuxeme majoration en utilisant I'egalig de Cauchy-Sch-
warz. Le néme genre de raisonnement pour la teise estimation
montre le Esultat.

. Soitlafonctionw(z, z1, z2, z3) solution de [Equation de la program-

mation dynamique

8wz+8w +8w 1/0w
0 T2 2 2\

w(0,0,0,0) =0

et soit v une commande admissible,ad. telle quez ¢
H®(0, co; R), on a alors

2
Y _
Ee

d ow ow ow
—w(Zt) =[—z+ — Z% + —u]t
dtw( ) = [ z+ 5 1Z+ 2 + 823U]()

> _E(U +yHM) .

Cette derngre irégali® provient de Equation dynamique en se rap-

pellant que
1 <a_w) Jw v
2\ 0273
On obtient alors::

zﬂﬂw»—w@@»z—/m;¥+yﬂaML
0

Et doncw(Z(0)) < [, 3(v* 4+ yZ%)(t)dt puisque la trajectoir&
est nullea I'infini. Si on avait pris pouw la commande optimale on
aurait obtenu unedalié.

Enfin siZ(0) = (0,0, 0,0) la commande = 0 conduita un
codt nul et donaw (0, 0, 0, 0) = 0.

EQUATION DE RICCATI ALG EBRIQUE.

1. On cherche une solution de la formé;) = (1/2)¢'P¢. La matrice

P doit vérifier alors Iéquation de Riccati a&prique :
AP+ PA-PBBP+yCC=0,
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avec

,C=(1000).

>

I
coooo
coor
coor o
or oo
P OOOo

2. La commande optimale vaut
z
v =—-B'P
z
)

ce qui donne legsultat demarepuisqueP est synetrique.
3. Le syséme dynamiquea I'optimum s¥écrit alors

z 0 1 0 0 z

d z | _ 0 0 1 0 z

dt| z || © 0 0 1 z
z¥ —P1a —P2a —P3a —Pas z®

4. Le polyrome caragcdfistique deA vaut
"+ Pass® + PasS” + PosS+ Pra-

INTERPRETATION DES VARIABLES DUALES.

1. Le syseme dEquation liaireZ = AZ vérifié par le coupl& (t) =
(Z,W)(t) avec

Z(t) = (2,2,2,29)(1), W(t) = gradw)(Z(1)),

est obtenu en afivant I'équation de la programmation dynamique
par rappor; et en remarquant que
d

W) = d aw(z(t))_ 92w 4 92w 5 92w dw
dt ' dtoz T 0200Z 92,02 02302 0Z3

puisque la commande optimale est= —37“;. On obtient alors

0 1000 0 0 0
0 0100 0 0 O
0 001 0 0 0 O
4| 00000 0 0-1
=]l -y 000 0 0 0 O
0 000-10 0 O
0 000 0 -1 0 O

\ 0 000 0 0 -1 0 )
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2. Le syseme dynamique obtenu par laethode de Pontrya-
guine appligee a ce n€éme probéme (en utilisant les notations
(w®, w, w, w) pour les variables duales) est:

z 0O 1000 0O 0 O z
/z\ /00100000\(2\
5 0 001 0 0 0 O 7
d| 2] | o ooo0o 0 0 0 -1 2®
dtl w® | "] - 000 0 0 0 O w®
i 0 000-1 0 0 O i
N 0 000 0 -1 0 O N
\w /) Vo o000 o0 o0--10/\uw

3. Les modes propres de ce &s€E dynamique sont les racines de
f+y=0,

qui se calculent aghenta partir des racines huimes de-1.
4. Le changement de variablgs= x, W = Px + A, ou P est solution
de I'équation de Riccati conduit au sgste

X o 1 0 0 0 0 0 0\ /x
( X1 \ o o 1 0 0 0 O o\ ( 1 )
X2 0 0 0 1 0O 0 0 O X2
d1 xs | _| —Pu4 —Paa —Pas —paa 0 0O 0 -1 X3
A1 0 0 0 0 -1 0 0 p2a A1
A2 0 0 0 0 0O -1 O P34 Ao
\.a/ Lo 0o o o0

0 0 -1 pau / \ A3 /
5. La factorisation du polyarhe caradfistique deA obtenue par ce
changement de variable est :
$°+y = ("+ PusS’ + PasS™+ P2sS+ P1a) (S* — PasS’®+ PaaS® — PasS+ Paa) -

FEEDBACK OPTIMAL ET PLACEMENT OPTIMAL DES MODES PROPRES
Tous les modes propres du sste optimal doivengtrea partie gelle ne-
gative. Les racines d& + psss® + pasS? + p2aS + pia = 0 doivent donc
avoir une partieeélle régative.

1. Apres avoir explici¢’les racines de® + y = 0, la factorisation pe-
cédente donne

" + PasS® + PasS” + pasS+ pra=s" + <\/2+ V2 + \/2— «/§> yHE?
+ (24 V2)yY4s?
+<\/2+«/§+\/2—«/§> y3/8s

+y2.
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2. La commande optimale est donc:
vt = — <\/2+ «/§+\/2— «/é) yY8z%
— 2+ V2y¥*z
- <\/2+«/§+\/2— «/E) /%2

_ V2

3. Les modes propres du sgsie optimal partera I'infini avec y en
restant sur un cercle du plan complexe de rayéff et avec des

angles(5x/8, 77 /8,97/8, 11/8).
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Notations

N nombres entiers
7Z nombres entiers relatifs
R nombreseels
Rmax dioide{R, max, +}
Rpyin  dioide{R, min, +}
@ addition danRmax
® multiplication dansRmax pour les matrices A ® B)j; =

infy (A + Byj)

@ ensemble vide
e zero deRmax
e elementidentd’dansRmax OURmin 0U dans les matrices cags
valeur dansRmax OU Rpin, €ntée equivalente dans le chapitre
sur la forme produit
7T ensemble des temps
F ensemble des commandes
G ensemble des observations
£ ensemble destats
R ensemble des stegies relages
S ensemble des stegies @&terministes
Sk ensemble des stegies markoviennes
So ensemble des commandes boucle ouverte
Sep ensemble des feedbaakriori
R(A) image deA

N(A) noyau deA

A eADAND---
F nombre de commandes possibles
G nombre d’ observations possibles
E nombre d&tats possibles

X" état d’'une chaie de Markov

Y" observation d’'une chaé de Markov obseeg

U" commande d’'une ciaé de Markov commaregt

Myx  probabilig conditionnelle de transiter deetatx a I'etatx’

M:,  probabili€e conditionnelle de transiter deetatx a I'etat x’
d’'une chane perturlee par une perturbation de valeur
MY, probabilie conditionnelle de transiter deetatx a I'etat x’

lorsque la commande est u

165
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E

1A

Om.o (X)
N(m, 0)(X)

NOTATIONS

probabilig conditionnelle de transiter deetdtx a I'etatx’ et
d’'observery

probabilig conditionnelle de transiter deetdtx a I'etatx’ et
d’observer y lorsque la commande est u

loi initiale

mesure invariante

mesure invariante pour la steafies

hamiltonien

matrice identié"ou nombre de files d’attente dans un syst"
gérérateur d’'une chae de Markow — |

taux d’actualisation

A = ue taux d'actualisation dans le cas pertairb”

matrice de routage

sir estune matrica =e+r +r24 ...

sir estune matrica,t =rr* =r +r24 ...

Tix ..., xH) = o x =14, xH o x+1, .0, xD)
composanta de la fonction de la programmation dynamigue °
Ietape n

composant de la fonction de la programmation dynamique
dans le cas stationnaire ou ergodique

colit moyen par unéde temps

composant& du cait instantaea I'etapen

composanta du calit instantae’dans le cas stationnaire ou er-
godique

o-algébre rendant mesurable les applications coordearjs-
gu'al'etapen

mesure de probabiét”

esfgErance matbmatique

fonction indicatrice function de I'ensembke

forme quadratique /2[(x — m)/c]?

densit d’'une loi gaussienne de moyemest d’écart typer
mesure de aat”

souvent densitde cait

valeur d’'une varaible de decision

optimum d’une varaiable desdision

fonction charaafistique d’'une variable desgision
transfornge de Fenchel

transforn® de Laplace

transforn®€ de Cramer

matrices @finissant un systhe dynamique li@aire temps inva-
riant en temps continue ou en temps discret

matrices @finissant les aat5 quadratiques pour les prebtes
LQ ou LQG

fonction de transfert d'un sysiiie lirdaire temps invariant
transposition déd et changement du signe de son argument
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matrice synetrique a@finissant une fonction de Bellman ou de
Lyapounov quadratique

souvent fonction de Bellman ou de Lyapounov

gain optimal pour les probmes LQ, LQG, ou Kalman
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équation
affine, 31

états
espace, 9

action, 149
algorithme

de Howard, 51

de relaxation, 83
algébre idempotente, 33
algebre max-plus, 29
applications coordore€s, 9

boucle fernee, 47
boucle ouverte, 48

centee, 40
chahe
Markov, 9
chahes
Bellman, 43
chahe
agregee, 65
agreégee contolée, 70
lente, 62
Markov
perturkge, 61
perturl€e et commarek, 66
rapide, 62
réversible, 78
citéere
Routh, 116
classe
finale, 23
transitoire, 23
clos, 23
clown, 149
combinatoire, 23
commande, 47
commande optimale, 47
convergence
faible, 42
sensibilig, 42
colt

Index
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conditionnel, 39

densit, 39

mesure, 39

non actualis; 48
critere

cercle, 109

Nyquist, 113

positivité, 106
cycle moyen

maximum, 36

demi-corps, 29
commutatif, 29
idempotent, 29

division, 30

décision
espace, 39
variable, 39

egali§ des €solvantes, 16
ensemble clos, 23
entrée, 46
equation affine

forme canonique, 33
equation de Kolmogorov

actuali€e, 13

arriere, 13

arréte, 14

avant, 12

ergodique, 21
equilibre local, 78
ergodique, 22
espacéDP, 40
etat, 46, 47

factorisation, 74
factorisation spectrale, 104
feedback, 47

feedback a priori, 48
feedback locaux, 80

file d’attente MM1, 75
filtrage, 141

filtrage optimal, 56

filtre
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Kalman, 85
Kalman asymptotique , 88
filtre non normalis; 56
finale, 23
fonction
affine, 31
caraceristique, 41
lineaire, 31
forme de Brunowski, 152
forme produit, 74, 79
formule binomiale, 30

gestion
de barrage, 10
de @servoir, 129
de stock, 117
groupe, 29
gérérateur, 13

homogene, 9
horizon
fini, 13, 48
infini, 13, 48

identification, 59
indice de Cauchy, 113
indépendance, 40
inf-convolution, 40
information incompéte, 55
irreductible, 23
iteration
sur les politiques, 51, 53
sur les politiques chae de Markov
perturl®e, 67
sur les valeurs, 50

jeu de pile ou face, 133

loi
de commande, 47
grands nombres, 42
initiale, 9

maintenance, 45, 121, 142, 144
martingale, 15
matrice
de Hankel, 58
de routage, 74
de transition, 9
identitg, 33
zéro, 33
mesure
de probabili€invariante extmale, 25
invariante, 25

moduloide, 32

nilpotent, 17

d’'une matrice stochastique, 20

normali€e, 40

observation, 47
open loop, 48
optimum, 40

pile ou face, 10
placement deg@és, 100
point de Nash, 81
politique markovienne, 47
Pontriaguine, 153
population, 11

potentiel, 27

principe

du maximum, 24
du minimum, 24

probabili® markovienne, 9
probleme

de Dirichlet, 14, 27
de jeux, 81

processus de calcul, 137
programmation dynamique

chahe de markov pertudsg, 67
cadt actualig’, 50

colt ergodique, 53

en horizon fini, 48
information incompéte, 57

projecteur spectral, 17, 21
pseudoinverse, 17

relaxation, 83
réalisation, 58
réegulateur

LQ, 99

LQ (approche fequentielle), 103
LQG, 92

LQG information compéte, 94
LQG information incompate, 95
robustesse LQ, 110

résolvante, 16

sensibilig, 40
solution, 35
sortie, 46
sous-solution, 35

plus grande, 35

spectral, 36
stable

asymptotiquement au sens de Lyapou-
nov, 110
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calts, 41
entée borme sortie boreé, 111
exponentiellement, 111
Lyapounov, 110

stock d’eau, 45

straggie, 47
déterministe, 47
Nash optimal, 82
relaxée, 47

straggies, 146

suite
de Sturm, 114

syseme
d’equations lieaires, 33
fermé de files d’attente, 73
ouvert de files d’attente, 80
positif, 106

série grératice, 58

tableau

de Routh, 115
temps d’aret, 14
théorie spectrale, 36
théoeme

grands nombres, 42

limite centrale, 42

Lyapounov, 111

Popov, 108

Routh, 115

Sturm, 114
transfornge

Cramer, 42

Fenchel, 41
transitoire, 23
transport, 126

valeur propre
maximale, 38

Zéro
absorbant, 29

175



	CHAINES DE MARKOV
	Définitions
	Exemples
	Jeu de pile ou face
	Gestion de barrage
	Evolution des populations d'un couple de proies et de prédateurs

	Equation de Kolmogorov
	Equation de Kolmogorov en avant
	Equation de Kolmogorov arrière
	Equation de Kolmogorov actualisée
	Equation de Kolmogorov arrêté

	Etude analytique des matrices
	Développement de la résolvante d'un opérateur autour d'une valeur propre 
	Application aux matrices stochastiques

	Problèmes ergodiques
	Propriétés combinatoires
	Base de N(A')
	Base de N(A)

	CHAINES DE BELLMAN
	Algèbre max-plus
	Définitions
	Notation

	Matrices dans l'algèbre max-plus
	Fonctions scalaires linéaires et affines
	Structures vectorielles
	Systèmes d'équations linéaires dans  Rmax
	Th'eorie spectrale

	Décision optimale
	Espace de décision, variables de décision 
	Transformée de Fenchel
	Coûts stables
	Les théoremes limites pour les variables de décision
	Transformée de Cramer

	Chaînes de Bellman

	COMMANDE OPTIMALE STOCHASTIQUE
	Introduction et exemples
	Gestion d'un stock d'eau
	Probl`eme de maintenance

	Formulation précise du probleme
	Programmation dynamique en horizon fini
	Programmation dynamique coût actualise
	Programmation dynamique ergodique
	Commande en information incomplète
	Filtrage optimal
	Equation de la programmation dynamique

	Réalisation et identification
	Réalisation d'une chaîne de Markov
	Identification d'une chaîne de Markov dont on observe l'état


	PERTURBATION ET AGREGATION
	Introduction et exemples
	Introduction
	Gestion de réservoirs
	Fiabilité

	Chaînes de Markov perturbées
	Commande des chaînes de Markov perturbées

	DECOMPOSITION
	Un réseau de files d'attente 
	Factorisation de la mesure invariante
	File d'attente MM1
	Le système à deux files d'attentes
	Le système formé de trois files d'attente
	Le cas général
	Le cas d'un système ouvert sur l'extérieur

	Feedbacks locaux optimaux
	Caracterisation des Feedback locaux Nash optimaux
	Un algorithme de relaxation pour calculer une strategie Nash optimale


	LE REGULATEUR LQG
	Le filtre de Kalman
	Calcul du filtre
	Comportement asymptotique du filtre

	Le problème LQG
	La dynamique du système
	La structure des commandes
	Le critère

	Le régulateur LQG en observation complète
	Le problème LQG en observation incomplète
	Rappels et compléments sur l'espérance conditionnelle
	Rappel sur les variables aléatoires gaussiennes

	PROPRIETES DES REGULATEURS LQ
	Rappel sur le régulateur LQ
	Placement de pôles par le régulateur LQ
	Approche fréquentielle du régulateur LQ
	Systèmes positifs et robustesse du régulateur LQ
	Rappel sur la stabilité
	Définitions de la stabilité
	M'ethode de Lyapounov
	Critère de Nyquist
	Critère de Routh


	PROBLEMES
	Une gestion de stock
	Enoncé
	Corrigé

	Maintenance d'une automobile
	Enoncé
	Corrigé

	Transport
	Enoncé
	Corrigé

	Gestion de réservoir
	Enoncé
	Corrigé

	Jeux de pile ou face
	Enoncé
	Corrigé

	Processus de calcul
	Le processus de calcul
	Enoncé
	Corrigé

	Filtrage et commande en observation incomplète
	Enoncé
	Corrigé

	Stratégies
	Enoncé
	Corrigé

	Clown équilibriste
	Enoncé
	Corrigé



