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INTRODUCTION




Les systémes dynamiques stochastiques se rencontrent trés fréquemment
dans les applications. Au Chapitre 5, on trouvera une description des pro-
blémes de gestion de barrages pour la production d'énergie €lectrique. Ces
problémes constituent un champ trés intéressant d'applications qui a moti-

vé nos recherches pendant plusieurs années.

Bien d'autres exemples existent aussi bien dans les sciences de 1'in-

génieur que dans les domaines de la gestion et de 1'économie.

Un systéme dynamique stochastique est caractérisé par son état qui est
un processus stochastique, dont 1'évolution est modifiée par un contrdle

adapté aux observations.

I1 s'agit de trouver un contrOle optimal, i.e. qui minimise un critére
en général du type espérance mathématique. La théorie du contrdle stochas-
tique fournit une solution th€orique au probléme, pourvu que l'on soit en
information parfaite et que le processus qui représente 1'€tat soit un pro-

cessus de Markov.

Pratiquement cela conduit a s'intéresser a des processus qui sont des

diffusions avec saut.

Cette hypotheése n'est pas irréaliste pour les applications. Mais la
théorie suppose que 1l'on dispose d'un modéle (i.e., que les fonctions dé-
rive, diffusion, mesure des sauts, soient connues). De plus les résultats
les plus satisfaisants (contrS8le optimal défini par un feedback) ne sont
vraiment disponibles que dans le cas non dégénéré (matrice représentant

le terme de diffusion inversible).

Dans les applications il est en général exclus de disposer d'un modele
a priori (on dispose de séries chronologiques). De plus, en général le bruit
n'apparait que sur certaines équations (donc la matrice de diffusion n'est
pas inversible). I1 faut donc mettre au point des techniques d'identification

de diffusions avec saut, et étudier sur les plans théorique et pratique le



contrble stochastique de systémes dynamiques dégénérés.

Sur le plan numérique on est conduit, aprés ces &tapes, 4 la résolution
de 1'équation de la programmation dynamique stochastique ou équation de Ha-
milton Jacobi Bellman. I1 s'agit d'une équation aux dérivées partielles non
linéaire dont la dimension est en général grande. On rencontre tres vite donc
une difficulté nouvelle qui est 1'étude des grands systémes dynamiques sto-

chastiques.

Toutes ces questions que 1'on ne peut éviter si 1'on veut vraiment cal-
culer effectivement des contrbles, nous ont conduit a des développements théo-
riques originaux, qui font 1'objet de ce travail. Ces résultats ont été ap-
pliqués a des problémes réels qui ont fait ou feront 1'objet d'autres pu-

blications.
Notre travail présenté dans le cadre de cette theése porte donc sur :

- 1'identification de processus de diffusion avec sauts,

- les problémes de contrBle stochastique lorsque le bruit n'apparait que sur
certaines équations,

- 1'analyse numérique de 1'équation de Hamilton Jacobi Bellman,

- le développement d'algorithmes permettant de surmonter dans certains cas les
difficultés dues 3 la taille du systéme (perturbations, structures parti-

culiéres des commandes).

C'est bien sur ce dernier point qui fait 1'objet de développements im-
portants actuellement. Malheureusement on ne maitrise encore que des cas

particuliers. Un effort considérable reste a faire.
Nous nous sommes limités aux problémes 3 information compléte. I1 y a
13 un champ suffisamment important d'applications et encore bien des pro-

blémes non résolus.

Le cas général (observation incompléte) pose soit des problémes de di-



mension véritablement astronomiques (1'état est défini par une probabilité
conditionnelle), soit se traite dans des cas de structures trés particu-

liéres (principe de séparation), tres restrictives pour les applications.

Nul doute cependant qu'un effort doit &tre accompli dans cette direc-
tion. Des progrés peuvent &tre obtenus grice en particulier aux moyens de
calcul paralléle appliquées a des algorithmes de type gradient stochasti-

que, ou bien grice 3 une réflexion sur la structure du filtre (existence

de statistiques exhaustives de dimension finie).

Dans ce qui suit, nous décrivons la contribution de ce travail.




. IDENTIFICATION DES CARACTERISTIQUES [OCALES DES PROCESSUS DE DIFFUSIO)
AVEC SAUTS. (F. Delebecque, J.P. Quadrat).

On considére les processus de diffusion avec sauts, solution de :

t t T
Xt = XO +f b(s,XS)ds +/ O(S,Xs)dws +f f uu(dt x du)
0 o] o JU

b :If'XIRn-+Igl bornée
1

L n + . P . . .
= 5 00 =R XR - M% matrice (n,n) définie strictement positive, continue,

avec :

bornée.

U mesure aléatoire sur R" x U avec U = R™ - {0} définie par :

p(w;dt x du) = ) Ty %X"G”) 8 x -x ([t x du
S s'7's >7's Tg-

de projection duale prévisible de la forme :
p (S:XS ,u)ds x v (du)

ol v est une mesure de référence bornée.
+ 1'1 + - - -~
p:R xR x gy~ R minorée par une constante > O, et bornée.

On étudie la possibilité d'identifier les fonctions (b,a,p) (caractéristiques

locales de la semi-martingale Xt) au vu d'une réalisation X du processus.

Dans les deux cas suivants, b,a,p indépendants du temps, b,a,p dépendant
du temps de facon périodique et sous des hypothéses d'ergodicité de Xt’ de
continuité et de bornitude des fonctions b,a,p on montre la possibilité
d'identifier en tout point les fonctions b,a,p . Dans le cas ou ces fonctions
sont constantes par morceaux, on péut montrer 1'optimalité des estimateurs

obtenus.

On utilise pour cela deux théorémes :

1) Le fait que la variation quadratique d'une martingale continue est &gale a

son processus croissant. On peut calculer au vu d'une trajectoire la variation



quadratique de la partie continue de la semi-martingale Xis ainsi que son

processus croissant. La formule :

c t+s
VQt,t+5(X ) =u/; a(s,XS)ds

(ot VQt thS désigne la variation quadratique calculée sur 1'intervalle de temps
t,t+s§ X désigne la partie continue de X) permet de calculer une approximation
de a dans tout voisinage de la trajectoire. L'hypoth&se d'ergodicité de X, et

de périodicité en temps de a permet alors de connaitre a en tout point.

2) L'estimation des deux fonctions b,0 s'obtient en utilisant le théoréme de

Girsanov :
dp. t t
(1) a.)lz&@i = exp / (a 1b,dx‘t:) - %f (a b, b)dt .
0,a,v Ft 0 0
t t
exp / fLogpu— [ /[0-1) ds X v (du)
o JU Jo JuU
u Pb,a,pv désigne la loi de Xe de caractéristiques locales (b,a,pv).

Si les fonctions b et p sont constantes par morceaux, il est facile de
calculer les estimateurs du max de vraisemblance de ces constantes, de montrer
leur convergence et leur optimalité 3 condition de bien choisir le temps d'arrét
définissant le temps d'observation. Les propriétés gaussiennes asymptotiques,
et des vitesses de convergence du type logarithme itéré sont €galement données

Elles découlent des propriétés de martingale des estimateurs.

Dans le cas ol b n'est pas constante par morceaux, on se donne une parti-
tion‘Q\ikkzﬂfl (cas homogéne en temps) [ resp de R" x [0,T] si T est la période

en temps des fonctions b et pJ.

On suppose b de la forme z 65 Ihi et on calcule les estimateurs du maximum

vraisemblance des 6. 1

On montre les propriétés de robustesse de 1'estimateur ainsi obtenu :

sup lim |b b| < wé(b) ol
(s,x) t>=

t désigne le temps d'observation

w le module de continuité de b




§ le diamétre de la partition {Ail,
< oA
bt_get ﬁAi

On montre également que lorsque a est 1'identité

1im bt = ]Eq(b)

1o
oli q désigne la mesure invariante de X, sous des hypothéses d'ergodicité

[resp la mesure invariante X %; dans le cas pé€riodique].

Maintenant, si 1'on fait varier la partition A avec le temps (At) de

facon 3 ce que G(At)——+ o suffisamment lentement, on peut montrer qu'il est
too

possible d'estimer b en tout point, dés que b est continue.

Des résultats analogues sont donnés pour la fonction p. On obtient ainsi

une extension aux diffusions avec sauts de Delebecque - Quadrat [20].



2. COMMANDE OPTIMALE DES PROCESSUS DE DIFFUSION AVEC SAUTS DEGENERES OU NON.

Dans de nombreux problémes de commande optimale, on est en présence d'un
systéme dont certaines équations sont bruitées, d'autres non, le bruit pouvant

€tre continu ou comporter des sauts.

Nous donnons un cadre général pour de tels problémes et montrons 1'exis-
tence d'une mesure de probabilité optimale et donnons une construction de cette
mesure. Plus précisément, notons parﬁj(y,C) 1'ensemble des mesures de probabilité
sur @ = D([0,T] xIRp) caractérisées comme solution du probléme de martingale

pour la multiapplication C supposé s.c.s, & valeur convexe :

C: [0,T] xR » e® x M_xMP®Y)

t X (b(t,X) ,a(t,x) ,\)t X(dU)) € C(t,X)

b est un champ de vecteur sur R x [o,T71;

a est un champ de matrice non négative, symétrique ;

v est un champ de mesures bornées, positives définies sur R" ;
g désigne 1'ensemble des parties.

P (y,C) désigne alors 1'ensemble des mesures de probabilités surﬁD([o,T]JRn) tels

que :
M Py =
(2) ¥ « Cﬁ([o,'r] x R™)
T
¢(Xt) - ¢(Xo) i/() LC ¢(S,Xs)ds est une (P,Ft) martingale partant de O.
2
() L0 = 32+ b(s,w) . F+ triats,e) . 25

X
+./ [o(s,x+u) - ¢(s,x)] Vg w(du)
U 3

avec c(s,w) = (b(s,w],a(s,w),vsqw(duD ¢ C(S,X;(w))



L'existence est montrée en construisant une suite de chaines de Markov de

mesures de probabilité p? convergeant étroitement vers un €lément P ¢ P(y,C).

On montre ensuite que ¥P(y,C) est un convexe compact dans 1'ensemble W&(Q)

des mesures de probabilité sur 2 muni de la convergence étroite.

On en déduit immédiatement que le probléme Min @(XT(w)) avec ¢ s.c.i
‘ PP (y,C)
admet une solution, ce qui donne un théoréme d'existence général pour les pro-

blemes de commande de processus de diffusion avec sauts (remarquons que si le
probléme initial comporte un colit intégral, il entre dans cette formulation par

adjonction d'une variable d'état supplémentaire).

On formule ensuite un probléme de temps de sortie d'un ensemble dont on

montre 1'existence.

L'étude de la loi du vecteur Xo’Xh’XZh""’th nh = T, h>o, sous P ¢ & (y,C)
permet de définir un probléme de contrdle de chaine de Markov dont la loi
optimale P" > P* &troitement avec P* ¢ Arg min @(XT(m)).

PeR(y,C)

On construit enfin un probléme de contrble de chaine de Markov 3 temps et

a états discrets ayant la méme propriété, ce qui résout le probléme de 1'analyse

numérique d'un tel probléme.

Ces résultats é&tendent aux diffusions avec sauts les résultats donnés
dans Quadrat [34], et démontrés dans Quadrat [35].



3. ANALYSE NUMERIQUE DE |'EQUATION DE LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE.

Nous effectuons 1'analyse numérique de 1'équation de la programmation
dynamique dans le cas du probléme de contrdle de diffusions arrétées, ou
réfléchies non dégénérées, nous donnons des estimations H'de 1'erreur.

Le contrdle n'apparait ici que dans le terme de dérive.

On considére les problémes de contrfle :

&, = bXu)dt + o(X )W,
M

Tt -
Min J(u) =]E/ et £(X ,u)dt + et g(X)
u [¢]

ou :
Xt est la diffusion de R"

Uy le contrdle i valeurs dans R™

T un temps de sortie d'un ouvert C de R"

et :
dXt = b(Xt,ut)dt + th - n(Xt)dgt
(2) +o0
Min J(u) =]E/ e M {f(Xt,ut)dt + g(Xt)dét}
N u 0
ol

n désigne la normale 3 un ouvert convexe

¢ désigne un processus croissant strictement croissant lorsque Xt est sur

la frontiére de 1'ouvert G

Xt est donc une diffusion réfléchie sur la frontiére de ¢

Sous certaines hypothéses de régularité des coefficients, les équations
de la programmation dynamique des deux problémes précédents se raménent a
1'étude :

a, (y,v) = (n(Dy),v) = 2(v) YoeV

ou V désigne 1'espace H?)(CS-) dans le premier cas, H1 () dans le second.

ay est une formme bilinéaire coercive sur V.



% une forme linéaire continue sur V

m(p) = Min F(x,u,p) = ] b;(x,wp; + fx,u)  p R
ué (x) 1

Nous construisons une approximation de la facon suivante :

CVE,pg,rg) désigne une approximation interne convergente de V.

Lzﬂﬁ) vérifiant

(Hn,qn,sn) désigne une approximation interne convergente de H
f1 > fZ e H=> qnsnf1 > qnsnfz.
(Wh,an,gn) désigne une approximation interne convergente de W = LP@}JQH)

espace des contrdles.

On impose une condition de compatibilité entre les deux dernidres appro-

ximations, 3 savoir :

™ (2) = g;a a5, F(-,a,5u(0,2(0) , ¥z e 1% (¢ RN

d'exister. Cette condition permet de donner un sens scalaire 3 la minimisation
qul sinon ne pourrait avoir qu'un sens vectoriel.
Par exemple, dans le cas des é€léments finis PO ou QO sur le méme élément

pour H et W, cette condition est vérifiée. Le probléme approché s'écrit alors :
k) - ) = 3 V
8 Py Peve) = (M DBy )spvy) = 2(pevy) W eV,

On montre 1'existence, 1'unicité, la convergence de la solution approchée
dans V. D'autre part, le fait d'avoir discrétisé le contrdle permet 1'interpré-
tation du probléme discrétisé en terme de contrble d'une chaine de Markov,
1'algorithme de Howard donne alors une méthode trés efficace de résolution.

Des exemples numériques montrent la qualité de 1'approximation obtenue.

L'analyse numérique du probléme parabolique correspondant est étudié dans
Quadrat[ 161, le probléme de temps d'arrét optimal dans Goursat-Quadrat [17],

certains problémes de contrSle impulsionnels sont résolus dans Goursat-Quadrat

£181 .
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4, DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DU COUT OPTIMAL D’UN PROBLEME DE CONTROL

CHAINE DE MARKOV A ETATS FINIS ET CONTROLES FINIS, AYANT DES PROBABILITES DE

TRANSITION FORTES ET FAIBLES. (F. Defebecque, J.P. Quadrat).

I1 est bien connu que la principale limitation 3 1'utilisation de la
programmation dynamique est la dimension du systéme. Pour améliorer la
situation, nous €tudions ici un probléme de perturbation singuliére permettant
de réduire la taille du probléme & résoudre. Nous nous plagons ici dans le
cadre de la commande des chaines de Markov.

Soit une chaine de Markov X, a états finis, contr0lés, le contrdle
pouvant prendre un nombre fini de valeurs. On suppose que son générateur
puisse s'écrire sous la forme B(u) + eA(u), B(u) et A(u) étant eux-mémes
deux générateurs, u désigne le contrble et prend ses valeurs dans un enseible
fini. On se donne un colit revenant 3 étudier cette chaine sur un temps long :

@) VE(x) = Min EX 7
u n=o (1+€u)

n+1 fe(x Uy )
On étudie alors le comportement asymptotique de V& en fonction de e, dans
le cas oa f€ est analytique en ¢ :

+o00 i
) e f..
i=o0 .

Pour cela, on commence par €tudier le probléme non contrdlé.

On introduit alors une chaine de Markov agrégée X;'dont les états sont les
classes finales de la chaine rapide (de générateur B) dont les probabilités

de transition

i, T LR O] a ] aga o))
g !
XeX Xe‘X }’e}’
avec p la mesure invariante de la chaine de générateur B de support X, qx,la
probablllte de tomber dans x' partant d'un état transitoire y ¢ y pour la

chaine rapide. Le cofit :
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+o0
V) =B ] —S—m f(X)

n=o (1+€u)n+1

converge vers V(x) = V(X) ¥ ¢ x , avec 1'interprétation de V suivante :

_ - x 1 -
X =FF — iX)
ol fx) = Z_ fO(X) P (x)

XeX

On voit donc que le calcul du premier terme peut se faire de facon découplée,
calcul de la taille Max {Max Card X, Card {x}} dans la situation la plus
favorable cette méthode peﬁt permettre de faire passer les calculs de Kn3 a K'n2

si n désigne le nombre d'états de la chaine de Markov.

On obtient en fait plus, on obtient le développement complet de V& chacun

des termes du développement pouvant étre calculé de facon découplée.

On obtient de méme, pour le probléme de contrdle une équation de Hamilton-
Jacobi vectorielle pouvant étre résolue de facon découplée et donnant le
développement complet de V® solution de (1). L'équation de Hamilton-Jacobi

vectoriel s'écrit :

Min B(u)Vb =0

uéMo

Min {A()V

+ B(u)Vi + fi(u)} =0 i=1,2,...
uéui

i-1

avec : ?41 = Arg Mé? {A(u)Vi_2 + B(u)Vi_1 + fi_j(u)}
uel,
i-1
uo = U ensemble des stratégies admissibles.
L'algorithme de résolution est encore un algorithme du type Howard (ité€ration

sur les politiques).

Dans le cas ol 1'ensemble n'est pas fini, des résultats partiels sont
donnés dans Delebecque-Quadrat [31], dans le cas des diffusions, un résultat
est énoncé dans le chapitre suivant, et une démonstration due a Bensoussan est

donnée dans Delebecque-Quadrat [32].
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5. APPLICATION DU CONTROLE STOCHASTIQUE A UN PROBLEME DE_GESTION DE RESERVOIRS.

(F. Delebecque, J.P. Quadnrat).

Ce paragraphe présente deux intéréts :

1° - Du point de vue méthodologique il essaie d'étendre le domaine d'application
du contrGle stochastique 3 des situations ol la dimension est grande. Pour cela,

il utilise deux idées :

- les techniques de perturbation singuliére développées au chapitre
précédent,

- 1'optimisation dans la classe des feedbacks locaux qui est en fait
la contribution méthodologique de ce chapitre.

2° - I1 décrit une application potentielle importante des problémes d'identi-
fication et de contrSle stochastique. Les méthodes développées ici sont une
alternative possible aux méthodes utilisées actuellements dans un cadre rela-
tivement important : celui de la gestion du parc hydraulique francais. La
lourdeur du probléme réel ne nous a pas pemmis de comparer les résultats avec
les méthodes actuelles dans le cas frangais complet, des essais ont été faits
sur plusieurs vallées francaises, et sur le systéme complét de la Nouvelle
Calédonie. Les résultats ont été satisfaisants. Les méthodes permettent la
résolution du cas francais complet, moyemnant quelques simplifications de
structure dont il est difficile d'évaluer 1'importance a priori. La gestion du
parc hydraulique québequois utilise d'ailleurs ce genre de techniques.

Le probléme consiste a gérer de facon optimale, a4 1'échelle de 1'année,
les réserves hydrauliques de la France de facon 3 satisfaire la demande
d'électricité au moindre colit.Les aléas sont les apports d'eau X. et la deman-
de,zt d'électricité, sont modélisés comme des diffusions, les variables de
décision sont les turbinés des différents barrages Uy - Les quantités d'eau

en stock sont notées Ye-
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i 3 . . - . . - . - . .
e’JZQJI’J,yl’J) > el’J(ul’J,yl’J) représente la puissance produite par le

barrage (i,j) lorsque le stock est yl’J et le débit turbiné u'’J.

Si c(h) désigne le colit de production de la puissance thermique h, le

probléme consiste a :

T .
Min]E[ Clz, - ] ety at.
u Jo i,j

En dehors des difficultés d'ordre purement mathématique (identification des
processus, probléme d'existence de probléme de contrdle stochastique dégénéré,
analyse numérique de tels problémes), il existe une difficulté fondamentale qui
est le probléme de la dimension du systéme, ici 200 barrages. Pour résoudre cette
difficulté, nous commengons par faire apparaitre un petit paramétre ezé; qui per-

met de distinguer entre les barrages d caractére saisonnier et les barrages &

capacité hebdomadaire ou plus petite d'une part, et les composantes spectrales

de la demande de période annuelle ou inférieure a la semaine d'autre part.
L'étude asymptotique du probléme lorscue € - O met en évidence le

r0le de filtrage des hautes fréquences des petits barrages, ce qui est en
quelque sorte une justification mathématique de certaines techniques de décom-
position utilisées actuellement. Ce passage 4 la limite permet également de
définir un probléme de contrdle des grands réservoirs,

L'hypothése de structure de vallées , disons un ou deux grands barrages

par vallée, indépendance des apports, permet au probléme d'avoir des dynamiques
découplées. Si on se restreint alors aux feedbacks locaux (le contrdle de la
vallée ne connalt que le stock d'eau et les apports de la vallée i),il est
possible de calculer numériquement le meilleur feedback local. L'idée étant
alors de voir le probléme comme un probléme de contrdle des équations de Fokker-
Planck décrivant la densité de probabilité de 1'état de chaque vallée. On se
raméne ainsi a un probléme de contrdle d'un systéme d'équations aux dérivées
partielles, que 1'on peut résoudre par des méthodes du type Pontriaguine au

lieu d'avoir i résoudre 1'équation de Hamilton-Jacobi sur disons R O, ce qui

nous parait actuellement impossible.

Cette méthode s'étend 3 certaines situations ol le systéme 3 une dynamique
couplée, par exemple les réseaux de file d'attente ayant la forme produit, et

- les diffusions correspondantes. Le cas des files d'attente, présenté dans

Quadrat - Viot [38] , est donnée ici en annexe de ce dernier chapitre.




- 14 -

D'autres applications ont été€ traitées €galement, en utilisant les

mémes techniques

- la gestion d'une maison chauffée par le soleil et une pompe 3 chaleur
dans Goursat-Quadrat [141].

- la gestion 4 long temme des stocks de gaz francais dans Delebecque-Quadrat
[107 .

- la gestion des moyens de production d'électricité de la Nouvelle Calédonie
dans Colleter-Delebecque-Falgaronne-Quadrat [11].

Une étude en cours sur la carburation €lectronique d'un moteur 3 combustion
interne utilisera certainement ce genre de techniques.

Signalons enfin 1'utilisation des méthodes de gradient stochastique pour
1'optimisation des capacités de transport d'électricité qui semble donner de

bons résultats et qui fera 1'objet de publications prochainement.

Nous donnons une liste de références représentant soit des publications,

soit des étapes intermédiaires, soit des extensions, des variantes ou des applica-

tions des résultats principaux développés ici.
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