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METHODES DE SIMULATION
EN

PROGRAMMATION DYNAMIQUE STOCHASTIQUE

par J. P. QUADRAT et M. VIOT (*)

Résumé. — On démontre une propriété analogue, à la loi forte des grands nombres* pour
les problèmes de programmation dynamique stochastique (avec contraintes) :

à toute suite de simulations indépendantes des paramètres aléatoires du système et à
tout entier n9 on associe un problème de programmation dynamique (déterministe), construit
sur les n premières réalisations de la suite de simulations. On montre que les coûts minima
et les stratégies optimales déterminées par ces problèmes (simulés), vont converger (presque
sûrement) vers le coût minimum et la stratégie optimale du problème initial.

INTRODUCTION

On étudie des problèmes de programmation dynamique stochastique avec
contraintes presque sûre, en probabilité ou en moyenne. La valeur <D ou coût
minimum, de tels problèmes, dépend de la mesure de probabilité [i, associée
aux paramètres aléatoires (ou bruit) du système, ainsi que des bornes a des
contraintes, à savoir O(tx, a).

On montre que, pour un choix convenable de l'ensemble des stratégies
feed-back utilisées dans le contrôle du système, cette fonction O est semi-
continue inférieurement (s.c.i.)> pour la topologie de la convergence étroite sur
les mesures.

De plus, on montre qu'elle possède une propriété de continuité, le long de
certaines suites (\ir, ar) correctement choisies. C'est en particulier le cas pour
les mesures discrètes (notées p.P(o))) issues de simulations indépendantes sur
le bruit du système. Nous avons appelé cette propriété : loi forte des grands
nombres en programmation dynamique stochastique. Elle conduit, entre
autres, à des approximations numériques intéressantes dans le cas où la dimen-
sion du système ne permet pas l'utilisation des procédés classiques, ou encore
la loi de probabilité du bruit est imparfaitement connue (cf. [5] et § 4).

(1) I.R.I.A. Département d'Informatique Numérique, Rocquencourt.
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J. P. QUADRAT ET M. VIOT

§ 1. SYSTEMES ET STRATEGIES

Pour tout ï = 0, 1,..., # (respectivement i = 0,1,.. . , N—1) soient nt

(respectivement m£ et pt)9 des entiers > 1, et fi9 des applications continues de
H"1 X Rmt X Rpi dans R?i+l. On considère un système dont l'état est donné
par Véquation de récurrence :

(1) x l + 1 = /i(x(, ui9 et); i = 0,1,.. . , N— 1.

Les paramètres aléatoires du système seront les vecteurs

e = (*o>e(»ei>->eAr-i)

de l'espace produit :

O
Par la suite on désigne par ji une mesure de probabilité de Radon sur E.

La partie observable du système est définie de la manière suivante : on sup-
pose que m = nf* + njnob avec «°b ̂  0 ; soit alors (x0, *u —» XN) u n e solution
de l'équation (1) et x^\ les n°b premières composantes de xt : le vecteur x°h

correspond à la partie observable du système à Pinstant i. Lorsque «?b = 0,
le système est dit inobservable à Pinstant L

ob

On note 2j, Pespace des applications continues de R"* dans Rm\ muni de
la topologie de la convergence compacte. Lorsque nf3 == 0, S4 s'identifie à Rmi.
Soit par ailleurs S Pespace produit

n
(muni de la topologie produit) : un élément S = (SOi St... SN-.X) de 2 sera
appelé stratégie.

Remarquons que S est métrisable séparable et que d'après le théorème
d'Ascoli, une partie S de S est relativement compacte si et seulement si
— St = proj. S est faiblement borné dans S^ — St est une partie équi-

continue de 2^.
A une stratégie S € S et à un vecteur e = (x0, e0>... eN~i) de E9 est associée

une solution de Véquation (1), notée X(S, é) = (Xo(£ <0> Xi(S9 e),..., XN(S, e))
par les relations :

f X0(Sy e) = x0

Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



METHODES DE SIMULATION 5

Une solution X(Sf e) est donc un élément de Yespace produit

REMARQUES

1. Lorsque le système est inobservable à tout instant

(„Jb = <U = 0,l,...,i\r-l),

les stratégies» obtenues ne sont autres que les stratégies open-loop.

2. En apparence, on se limite à des stratégies markoviennes (ne dépendant
que de l'observation à l'instant considéré). En fait, il suffirait d'augmenter
l'espace des états de l'équation (1), en gardant en mémoire tout ou une partie
des états précédents, pour obtenir des stratégies non markoviennes.

Nous allons étudier maintenant certaines propriétés de l'application X :
(S, e) -> X(S, e) de 2 x E dans F qui a été définie en (2).

Proposition 1. Vapplication X : (S, e) -> X(S, e) est continue de S X E
dans F.

Démonstration,

L'espace S étant métrisable (et E de dimension finie), il suffit de montrer
que pour toute suite (Sr, er) d e S x £ convergeant vers (S, e), la suite ZOS', eT)
converge vers X(S, e). En fait on va montrer par récurrence sur i = 0, 1,..., N
que Ton a :

Or cela est vrai pour i = 0, car d'après (2) :

Supposons donc la propriété vérifiée pour Ï, et désignons par Z,°b un com-

pact de if1* contenant la suite convergente :

Comme la suite Sri converge vers St uniformément sur tout compact, on a :

(3) V s > 0, 3 R(è) tel que

r > R(e) => sup | S,9l(x) — S
x€L?

De la majoration :

n° avril 1973, R-l.



6 J. P. QUADRÂT ET M. VIOT

et de la condition (3), on déduit que la suite Sr$i(x$ est convergente et de
limite

(S, e)).

La continuité des applications ft entraînant finalement que :

Corollaire* Soient S un compact de Ht et K un compact de Ey il existe alors
un compact L de F tel que :

V(S, e) € S X K; X(Sf e) € L.

On en déduit en particulier que si JJL est une mesure à support compact de E
et si S est une partie compacte de S, l'ensemble des vecteurs aléatoires :

{ X(S9 .) ; S € S } est une partie bornée de Lm(Ef \x; F).

De manière plus générale» désignons par Kn une suite croissante de compacts

de E telle que yL&Km) < ~ et posons ;

Xw= max \X(S,e%

Alors Tensemble { X(S,.) | S € S } formera une partie bornée de If(E, \L ; F)
à condition que :

Notons DTc\(E) l'ensemble des mesures de probabilité de Radon sur Et

muni de la topologie de la convergence étroite : c'est un espace métrisable de
type dénombrable (cf. [2], chap. IX, § 5, n° 4, p. 62).

Dans la suite un rôle essentiel sera joué par les intégrales de la forme ;

(4) G(S, & - f g(X(S, el S) dtfe)
JE

où
— X(S, e) est la solution de (2) associée à S € S et e € E,

— g une fonction s.c.i. et bornée inférieurement sur F x S,

— (x une mesure'de JTi\(E).

Revue Française aVAutomatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



METHODES DE SIMULATION 7

Proposition 2. Soit g une fonction continue sur F X S et S une partie de S.
On suppose qu'il existe une fonction > 0, [i-intégrable, p te//e #«e ;

(5) VS € S : \g(X(S, ë), S\ < p(e), ^p.p.

La fonction S —> G(S, \i) est alors continue sur S.
Démonstration, Soit JS> une suite de S convergeant vers un élément S € S.

D'après la Proposition 1, on a :

V e € E9 lim g(X(Sr, e), Sr) - ^(Z(55 e), 5).

De plus, la majoration (5) donne pour tout r :

\g(X(Srye),Sr)\ <p(e),n-p.p.

Le résultat découle donc du théorème de convergence dominée de Lebesgue.

Proposition 3. Soit g une fonction s.c.i. et bornée inférieurement sur F x E ,
et soit G la fonction définie sur 2 X 3Xi\{E) par (4).

Alors G est s.c.i. et bornée inférieurement. De plus G est continue bornée
si g est continue bornée.

Démonstration. Supposons d'abord g continue bornée et posons

La fonction g définie sur E x S est également continue bornée :

VeeE , VS€Z ; \g(e> S)\ < M.

Soit alors (Sr, \ir) une suite de S x J î l i(E) convergeant vers (S, [i); on a:

j g(e,Sr)—g(e,

Le premier terme du second membre de l'inégalité tend vers 0 par défi-
nition même de la convergence étroite.

Considérons maintenant un compact K de E tel que \i(E — K) ^ e et
soit L un ouvert relativement compact contenant K. Il existe Rx(z) tel que :

s.

Par ailleurs, comme g est continue, il existe R2(e) tel que :

r > R2(z) => sup \g(e, Sr) — g(e, S)\ < e.
e€L

n° avril 1973, R-l.



8 J. P. QUADRAT ET M. VIOT

Donc pour r ^ max (Rt(e)9 i*2(
e)) o n a

< (2M + l)e.

D'où la continuité de G lorsque g est continue bornée.

Supposons maintenant g s.c.i. et bornée inférieurement. Les espaces .Fet S
étant métrisables, la fonction g est Penveloppe supérieure d'une suite crois-
sante (gr) de fonctions continues bornées. Et le résultat découle de la relation :

y, {*) == sup gr\
r JE

G(S, n) - sup | gr(X(S, e), 5) d[x(e ).

EXBMPLES

1° Soit O un ouvert de F, alors la fonction :

est s.c.i. sur S x + ( )

II suffit d'appliquer la proposition 3 à g = fonction caractéristique de
l'ouvert 0 .

2° Soit 2? un fermé de F et oc un scalaire, 0 < a ^ 1. La fonction :

est s.c.i. sur S x 3Xl\(E).

(Appliquer la proposition 3 à g = a — ƒ caractéristique (B).)

3° Soient p f (i = 1, . . . , # ) des fonctions s.c.i. et bornées inférieurement
sur Rni x Rmi~x; la fonction :

£ f(S I*)

est également s.c.i. sur S x

En conséquence les intégrales du type (4) englobent les principales formes
de contraintes presque-sûre en probabilité ou en moyenne, de même que les
principales formes de critères que l'on rencontre en programmation dynamique
stochastique.

Soient donc go^gt, --.,gK> K-\~ 1 fonctions s.c.i. et bornées inférieurement
sur F x 2S a = (a1 ... a*) un point de RK, \i une mesure de 3\l\(E) et S une

Revue Française d'Automatique* Informatique et Recherche Opérationnelle



METHODES DE SIMULATION 9

partie de S; un problème de programmation dynamique stochastique s'écrit
sous la forme :

(6) Pfci, a)

, a) = inf G0(S, ix)

5, e) - ƒ , « ( * e), Stff%S, e), et)

Gk(S,[i) ^ afc

En particulier lorsque S est une partie compact de S et que l'ensemble des
stratégies admissibles est non vide, on est assuré de l'existence d'une stratégie
optimale pour P(\i9 a) (cf. proposition 3).

Orientation générale.

Lorsque la mesure [x sur E est discrète : p « ]T p. 8ep le programme (6)

s'écrit simplement :

O(fx, a) = inf £ WoW4 )̂» 5)

(6') a)

On peut donc espérer le résoudre (au moins dans certains cas), par des
méthodes purement déterministes.

Par ailleurs, on sait que l'ensemble des mesures discrètes est dense
dans Jtl\(E). Si donc la valeur O était une fonction continue sur J\t1

+(E)on
aurait ainsi une méthode d'approximation simple des problèmes (6) par discré-
tisation de la mesure de probabilité des bruits du système.

En fait on ne peut espérer mieux qu'une semi-continuité inférieure globale
pour la fonction <E> (théorème 1). Le travail principal consistera donc à trouver
des conditions suffisantes de continuité de <E> le long de certaines suites (pro-
position 7) et à montrer que ces conditions suffisantes sont réalisées dans le cas
particulièrement intéressant de la simulation indépendante des paramètres
aléatoires du système (§ 3).

§ 2. QUELQUES PROPRIETES DE LA VALEUR O

Dans ce paragraphe S désignera une partie compact de S.

Soit F(fji, a), l'ensemble des stratégies admissibles du programme P(\i, a) :

(7) rOi, a) = { S € S : GhQS, y) ^ a», k = 1,... K).

n° avril 1973, R-l.



10 J. P. QUADRAT ET M. VIOT

Proposition 4. La multi-application F est semi-continue supérieurement de
3Xl\(E) X F? dans S.

Démonstration. Les fonctions Gk étant s.c.i. et S compact, les T(\L9 a) sont
des compacts.

Soit (Sr, [Lr9 ar) une suite de points du graphe de F, convergeant vers (S, fz, a) ;
on a donc pour tout k — 1 ... K :

Gk(S, [x) < lim inf Gk(Sr, [xr) < lim inf ar = a
r r

D'où S € r((x, a). En conséquence F est de graphe fermé, ce qui entraîne,.
S étant compact, la s.c.s. de F ([1], chap. VI, cor. théor. 7).

Corollaire. Soit ([zr, ar) une suite de 3ïl\(E) X RK convergeant vers (fx, a).
Alors :
(8) liminfF(txr,ar) C lim sup r(fxr, a,) C F((x, a).

r r

Démonstration. Il suffit de montrer que :

lim sup F([in ocr) C F((x, a).
r

Dire que S € lim sup F((xr, ar) entraîne qu'il existe une sous-suite (rj) telle
r

que S € F([xri, ocrJ) pour tout ry. D*où pour tout k — 1,..., .fiT :

^ ( 5 , fjt) < lim inf Gk(S, \iri) < lim inf ar. = a.

Et on a bien S € F(^, a).

Théorème 1. La valeur <E>(fz, a) de P([x, a) est une fonction semi-continue infé-
rieurement et bornée inférieurement sur Jïl\(E) X RK.

Démonstration.

1° Posons A = { (fz, a) € 3ît}.(£) x RK | F([JL, a) ^ 0 } et montrons que A
est fermé.

Soit (fjir, ar) € A convergeant vers (JJL, a) et pour tout r, soit Sr un élément
de FC^, ar).

Comme S est compact on peut toujours supposer la suite (Sr) convergente
vers un S € S. La s.c.s. de F entraîne alors que S € F(JJL, a). D'où (|JL, a) € A.

2° La restriction de F à A étant s.c.s. et non vide, la restriction de O à A
est s.c.i. d'après [1] (chap. VI, § 3, Th. 2).

Et comme en dehors du fermé A, O est identique à + oo, la fonction <E>
est donc partout s.c.i.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



METHODES DE SIMULATION 1 1

Proposition 5. Soit ([zr, a,) une suite de JXL\.{E) X RK convergeant vers (fi, a)
et soit Sr une solution optimale du problème P(yi>r, a,). Supposons que

(9) lim inf O(fjLr3 ar) = Ofa, a)
r

il existe alors une sous-suite de (Sr) convergeant vers une solution optimale

Démonstration.

Posons :
pr = O((zr, ar) - G0(Sn fzr)

et
(3 = Hm inf O(îxrî a,.) = O(|x, a).

n

Soit (Pr//) une sous-suite de (pP) telle que

lim pr,, - p.

De la suite (Srj*) on peut extraire une sous-suite (§rj) convergeant vers un
certain S € Ffa, a), d'après la s.c.s. de I \ Enfin la s.c.i. du critère Go entraîne :

G0(S, (JL) ^ lim inf G0(Srp \in) = lim inf O(çxr., arï) - O(tx, a).
r rj

Donc 5 est une solution optimale de P([x, a).

Corollaire. Si on remplace r hypothèse (9) par :

(10) limO(txr5ar) = O([x,a)
r

alors toute sous-suite convergente de (§r) converge vers une solution optimale

Démonstration.

Si (Sn) converge vers S, on a S € T([x, a) et de plus :

G0(S, (x) < lim inf O((xf/, ar.) = O(fx3 a).

Proposition 6. Soit ([ir9 ar) wn̂  suite convergeant vers ({L, a) et supposons
que :

a) Vapplication S~> G0(S, [L) est continue sur S;

(1) On rappelle que txr converge vers n pour la topologie de la convergence étroite et
que la sous-suite de (St) convergera au sens de Ia topologie de la convergence compacte
sur S.

n° avril 1973, R-l.



12 J. P. QUÀDRAT ET M. VIOT

b) il existe une partie dénombrable : Yd C lhn sup F([xf, ar) dense dans F((x, a)
r

et telle que :
VS € r* , lim G0(S, fzr) = G0(S, (x).

r

Alors on a : lim inf O(fxr, a,) = 0({x, a) et si (Sr) est optimale pour P(fxr, a,)
r

ƒ/ existe une sous-suite de (Sr) convergeant vers une solution optimale de P(\i9 a).

Démonstration.

Pour S € F*, il existe (r,) telle que S € r(pir/5 <xri) et donc :

lim inf <D(txr, a,) ^ lim G0(Sy y^) = G0(5, (i).

La continuité de Go(.9 (i.) et la condition b) entraînent alors que :

lim inf O(txr, ar) < G0(S, ji) , VS € r((x, a).
r

D'où l'inégalité :
lim inf <ï>(fv, oc,) < O(tx, a).

L'inégalité inverse découle de la s.c.i. de la fonction O (théor. 1) et le reste
de la proposition 5.

Proposition 7. Soit (fxP, <xr) une suite convergeant vers ([x, a) et supposons
que :

a) Vapplication S —> G0(S, [x) est continue sur S ;

b) il existe une partie dénombrable T* C lim inf T(\ir, ar) et dense dans
r

F([x, a), telle que

y S € F1, lim G0(S, fv) - G0(S, fx).
r

Alors on a : lim O(fxr, ar) = <ï>([x, a) et toute sous-suite convergente de (Sr)9
r

converge vers une solution optimale de P([x, a).

Démonstration.

Soit (prf) une sous-suite convergente de la suite (îr = O([xr, <xP) et soit S € F*.
Comme 5 € lim inf r((xr? ar), à partir d'un certain rang ry > r0, on aura

(3 - lim^(fxr/5 arï.) < lim G0(S, [irj) = G0(S, \i).

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



METHODES DE SIMULATION 13

Par continuité de <JO0> p) on obtient encore :

Donc tout point d'accumulation de la suite (fîr) est inférieur ou égal à
a); mais comme on a toujours :

lim inf pr > O((z, a) (théorème 1),
r

cela n*est possible que si

Le reste découle alors du corollaire, proposition 5.

§3. LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES
EN PROGRAMMATION DYNAMIQUE STOCHASTIQUE

3.1. Rappels sur la loi forte des grands nombres

Soit (Q,vF, P) un espace probabilisé et (T),) j > 1, une suite de variables
aléatoires indépendantes équidistribuées, définies sur cet espace. On suppose
que la loi commune des ^ admet un moment du 1er ordre a, et un écart type G
fini.

Posons :

La martingale £r possède alors les propriétés suivantes :

Proposition 8 : Pour tout réel s > 0, on a :

(11) Hm -^~ £ (fij — a) = 0 (p.s.).

Démonstration.

Soit ur = r^+e. La série ^]u~2o, étant convergente, le résultat découle

de [3], proposition IV-6-1.

Remarquons que la condition (11) est équivalente à :

(11') VX > 0, pi lim inf { co : 1 Çr < Xr $+e } ) = 1.

n° avril 1973, R-l.



14 J. P. QUADRAT ET M. VIOT

Proposition 9. Supposons que la loi commune des r\j est à support compact.
Alors :

(12) P(lim sup lr = + oo) = PQim inf Çp = — oo) = 1
r r

(pour la démonstration voir [3], prop. IV-6-3).
Une conséquence de cette dernière proposition est que, si on désigne par

7]r = - ]T tip la moyenne arithmétique de la suite (TJ )̂, la suite yjr converge
r j=x

presque sûrement vers a en oscillant une infinité dénombrable de fois autour
de cette valeur :

P(lim sup {>),.< a }) ^ P(lim inf %r < 0) = 1
r r

P ( l i m s u p {r\r> a})^ P ( l im sup ÇP > 0) = 1.
r r

3*2. Application à la simulation indépendante

Dans toute la suite de cette partie, on désignera par P((x, a) un problème
de programmation dynamique stochastique vérifiant les hypothèses supplé-
mentaires :

Hu le critère G0(S, [i) est continu sur S (fi, fixé).
Une condition suffisante pour que Ht soit vérifiée est donnée par la pro-

position 2.
H2, pour tout k = 1, ..., K et tout S € S :

ƒ < +00.
E

Par ailleurs on notera (H, 5^ P) l'espace produit (EN, <g) 3i, (g) \i) : c'est

donc l'espace des simulations (ou tirages) indépendantes des paramètres
aléatoires e du système.

A tout co = (er)r> i 6 Q>, on associe une suite de mesures discrètes
sur E, en posant :

( 1 3 )

D'après le théorème de Glivenko-Cantelli ([4], chap. 10, § 10), la suite |
converge étroitement vers (JL, pour presque tout co € Q.

Par ailleurs remarquons que Gk(S, fx/co)) s'écrit :

(14) Gk(S, (xr(co)) = i t &(* «O ; * = 0, 1,..., *.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



METHODES DE SIMULATION 15

C'est donc la moyenne arithmétique de la suite de variables aléatoires indé-
pendantes équidistribuées 7]£(o>) — gk(S, e*).

On étudie maintenant l'approximation de P([x, a) par des pro-
blèmes P(\Lr(<à), ar).

Théorème 2. Supposons les hypothèses Hu H2, vérifiées et soit ar une suite
de RK convergeant vers a de telle façon quHl existe s > 0 et X > 0 tels que :

a* — ak > Xr"i+€ ; Je = 1, „., K.

Soit Sr((ù) une solution optimale du problème P([ir(<ù), ar), lorsque r([i.P(co), ar)
est non vide, ou dans le cas contraire un élément quelconque de S.

Alors sauf sur un P négligeable de £2, on a :

a) O([JI, a) = lim O((xr(co), ar) ;
r

b) toute sous-suite convergente de S/co), converge vers une solution opti-
male de P([L, a).

Démonstration.

Il s'agit de montrer que pour presque tout <Ù € Q, les conditions a) et b)
de la proposition 7 sont vérifiées.

La condition a) découle de l'hypothèse Hlt

Posons maintenant :

: \Gh{S9 fr(û>))- 0,(5, (x)| ^ ê  }.

D'après (14) et (ll')> la moyenne arithmétique Gk(S9 y-X<^)) v a converger p.s.
vers Gk(S, \i) avec une vitesse supérieure à r~

i/2+€ < ej.
Donc pour tout *?, et tout k :

(15)

Soit par ailleurs Fd une partie dénombrable dense dans F((x, a). On a les
inclusions :

Hi - { o : Td C lim inf r([xr(co)s a
1) }

= f\ lim inf { o> : S € r((xr(cù), ar) }

O lim inf ( f i i*K

S€T* k=

n° avril 1973, R-l.
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En conséquence, d'après (15) :

O = 1.

Désignons maintenant par Q2 l'ensemble des co tels que fi/co) converge
étroitement vers jz, et par Q3 :

Q3 = { *> : G0(S, jt) = lim G0(S, (ir(co)), VS € T* }.
r

On sait que P(Q2) = 1 (théorème de Glivenko-Cantelli) et de même
P(£i3) = 1 d'après la loi forte des plus grands nombres et le fait que Td est
dénombrable.

Posons alors Qo = Qt f\ Q,2 H ü 3 . Dans ces conditions, on a montré que
P(Q0) = 1 et que pour tout <o € û0 , la suite ({ (̂co), a1) converge vers ({x, a) en
vérifiant :

— Td C lim inf r(tzr(ü>), a1)
r

— T d dense dans F([xs a)

I1*, lim G0(5, JI>(Û>)) = G0(S5 JI)
r

c.q.f.d.

REMARQUE. Dans la pratique, ce résultat a un inconvénient : celui de per-
turber les bornes des contraintes. En particulier, si on part d'une contrainte
presque-sûre pour P((x, a) :

cette contrainte est transformée en contrainte en probabilité pour P([zr(co), ocj) :

i c a r d { l ^j < r :XiS^) €B} > 1 — s r

avec

3.3. Cas de contraintes presque-sûres

On considère ici un problème P([x) vérifiant l'hypothèse H1 et dont toutes
les contraintes sont du type presque-sûre. Dans ce cas, on peut toujours se
ramener à la donnée d'un sous-ensemble B de F tel que l'on ait l'unique
contrainte :
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Dans ces conditions, le programme s'écrit :

= min G0(S, (i.)
seS

Xi+1(S, é) = ƒ, (X((S, e), St(Xïb(S, e)), é)

17

Et les stratégies admissibles sont données par :

Remarquons que les problèmes simulés : .P((JI,(&>)), w
sous la forme simple :

, se mettent

seS r j=i

1 ^ j < r.

Théorème 3. Supposons que Ht est vérifié et que B soit fermé dans F,

Soit Sr(<ù) une solution optimale de PCfz/co)), lorsque IXJJL/CO)) est non vide
ou, dans le cas contraire, un élément quelconque de S.

Alors, sauf sur un P-négligeable de Q :

a) <D(fji) = lim O(fzr(co))
r

b) toute sous-suite convergente de Sr(<à) converge vers une solution optimale
de />(tx).

Démonstration.

On applique encore la proposition 7. La condition à) est obtenue par
Fhypothèse Ht.

Posons maintenant pour S € S :

Bs= {e:X(S,e)£B}

AXS) = {<o : fjg

Remarquons que :

où 5^ est la fonction caractéristique de Bs.

n° avril 1973, R-l.
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L'application de la proposition 9, nous dit que la fréquence empirique
{L£(Ù)(BS) va converger vers [i(Bs) en oscillant une infinité dénombrable de
fois autour de cette valeur. Donc pour tout S :

(16) P(limsupAr(S)) = l.
r

Soit maintenant Yd une partie dénombrable dense de IYJJL). En utilisant
la décroissance des ensembles r([zr(6>)), on vérifie les inclusions :

Donc, d'après

Q1

(16),

= {(Ù :

-o.
~" scr*

serd

on a :

F C U m
r

liminf {
r

lim sup {
r

lim sup A

infroa©))}

-seroa»))}

to:5'€r((xr(to))}

Et comme dans le théorème 2, on pose :

Q2 a { 6> € iî : fv(w) converge étroitement vers (i }

£î3 = { o € O : G0(S, pO - lim Go(5, fjir(o>)), V 5 € Ta }
r

D 0 = Oj n a2 n Q3.

On a encore P(£î0) = 1 et la condition b) de la proposition 7 se trouve
ainsi vérifiée.

REMARQUE. Soit T une transformation sur E laissant la mesure \i inva-
riante. Le problème P(jx) est alors équivalent à minimiser sur S» le nouveau
critère :

G(S, fi) = 5 { ƒƒoW?> «0, S) dtfe) + ƒƒƒ
sous la nouvelle contrainte :

IX { e : XXS, e) € B } - p. { e : Z(S, Te) € J? } - 1.

Pratiquement, cela revient à ajouter l'état supplémentaire X(S9 Té) au
système initial. Le théorème 3 s'applique donc encore à ce nouveau problème
et les essais numériques semblent montrer que les vitesses de convergence
de l'algorithme se trouvent ainsi améliorées (cf. § 4, exemple 1).
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§4. EXEMPLES NUMERIQUES

On présente dans ce paragraphe deux essais numériques sur des problèmes
P((x), complètement observable.

Le premier est Fexemple « test » d'un système de Kalman, le second un
problème de gestion-production à plusieurs niveaux. Dans les deux cas, les
contrôles feed-back ont été pris dans un ensemble d'applications fc-lipschit-
ziennes :

Si(x')\^k\x — x'\ ; VJC,JC' ; i = 0 ,1 . . . tf —

Les problèmes P(fxr(6)))s c*> = (e*)j>u s o n t a l ° r s de la forme :

(17) |«J_«fl<*|xJ-xf| , Va,/)
• i v I V j • , 1
. rJml [ im0 j

Les méthodes de résolution utilisées ont été des méthodes de gradient sur
le problème pénalisé (la principale difficulté provenant de la contrainte (17)
non convexe en ut = (Wf)i</<r)-

EXEMPLE 1. Système linéaire, coût quadratique.

(18)

La solution théorique est obtenue en résolvant les équations de Ricatti
donnant le feed-back déterministe.

u0 - - 0,154 x0

ux = — 0,222 Xi

w2 = — 0,4 x2

Le coût optimal est de : 138,8.
Pour les problèmes P((xr(û>)) issus de (18), on utilise la remarque du théo-

rème 3 : la loi normale étant symétrique, les ej seront générés par couples

n° avril 1973, R-l.
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symétriques. Dans le tableau suivant, on présente les valeurs de la commande
initiale u0 et les valeurs de ^((^(o))) pour différents r.

«o

Coût

THÉORIQUE

- 1 , 5 4

138,8

r = 10

- 1 , 5 4

59

r = 20

- 1 , 5 4

70

r = 50

- 1 , 5 4

110

Remarquons la bonne approximation de la commande optimale initiale :
elle s'explique certainement par le fait que les et ont été générés par couples
symétriques. Quant à l'évolution du coût optimal, on ne peut bien entendu
espérer mieux qu'une vitesse de convergence comparable à celle de la loi
forte des grands nombres (déjà supérieure à r~1/2 !).

EXEMPLE 2. Gestion. Production.
Le système est représenté par le diagramme :

k = 0

k = 5

Chaque carré étant un système de production régi par l'équation :

(19) pUi=Pkt + u1 k = 0,1...5 ; Ï = 0,... 8.

— où p* est le niveau de production du système k à l'instant i ;
— où «J désigne la variation de production décidée à l'instant i.
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Chaque rond représente un stock régi par l'équation :

(20) * î + i = î f f

— où jrj désigne le niveau de stock à l'instant i pour l'unité k,

— où d\ désigne la sortie du stock à l'instant i.
Pour k = 0 :

Pour A: = 1 ... 5, les d* sont aléatoires (indépendantes en i et k) et de loi
de probabilité égale au produit de convolution de trois lois uniformes sur
[0 ; 0, 1].

Les contraintes sont de la forme :
— pour les niveaux de production,

0 < p) < 2 ; V k et i.

— pour les stocks,

$ > 0 ; V k et L

Le critère à minimiser étant :

Ei

Pour 10 réalisations et les états initiaux :

/>S = 1,5 ; ^ = 0 , 3 ; 4 - 0 , * = 1 . . . 5 ,

on a obtenu :
coût optimal : 17,2
commande initiale optimale :

«* = _ 0,0621

^ = —0,0623

^ = —0,0619

u% = —0,0617

wo
5=— 0,0625

wS = — 0,257

temps machine : 3 mn sur Cil 10.070.
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